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Abstrakt
V prvn´ı cˇa´sti pra´ce se zaby´va´m prˇedch˚udci NURBS krˇivek a ploch, prˇesneˇji Fergu-
sonovy´mi, Be´zierovy´mi, Coonsovy´mi a B-splajn krˇivkami a plochami a da´le B-splajn
funkcemi. V druhe´ cˇa´sti se veˇnuji NURBS krˇivka´m a plocha´m, jejich zapsa´n´ım jako
linea´rn´ı kombinace B-splajn funkc´ı v projektivn´ım prostoru. Podrobneˇji jsem rozepsala
kuzˇelosecˇkove´ oblouky, jejich zada´va´n´ı v projektivn´ım prostoru a NURBS plochy dane´
jako tenzorovy´ soucˇin NURBS krˇivek. Posledn´ı cˇa´st je veˇnova´na popisu programu˚ pro
modelova´n´ı kuzˇelosecˇek a NURBS ploch.
Summary
In the first part I discuss ancestors of NURBS curves and surfaces, rather Ferguson,
Beziere, Coons and B-spline curves and surfaces and furthermore B-spline functions. In
the second part I devote to NURBS curves and surfaces, their description as a linear
combination of B-spline functions in the projective space. I specify conical arcs more
detailed, their submit in the projective space and NURBS surfasec given as tensor product
of NURBS curves. Last part is devote to describtion programs for modeling conicals and
NURBS surface.
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U´vod
V prvn´ı polovineˇ sˇedesa´ty´ch let minule´ho stolet´ı vznikaj´ı prvn´ı krˇivky a plochy hladky´ch
obecny´ch tvar˚u. Zacˇali je vyuzˇ´ıvat designe´rˇi v automobilove´m pr˚umyslu cˇi stroj´ırenstv´ı
pro dokonalejˇs´ı modely v pocˇ´ıtacˇ´ıch.
Prvn´ı takove´to krˇivky a plochy meˇly prˇi navazova´n´ı spojitost 1. rˇa´du a prˇi zmeˇneˇ
jednoho bodu se musela prˇepocˇ´ıta´vat cela´ krˇivka poprˇ. plocha. Postupem doby se vyvinuly
krˇivky a plochy, u ktery´ch se da´ ovla´dat jej´ı tvar prˇi zachova´n´ı zadany´ch bod˚u. T´ım se
vy´voj dostal do projektivn´ıho prostoru.
Takto sˇel vy´voj od prvn´ıch krˇivek a ploch - Fergusonovy´ch, azˇ po B-splajny. B-splajny
jsou jizˇ natolik rozvinute´, zˇe prˇi napojova´n´ı maj´ı spojitost 2. rˇa´du a prˇi zmeˇneˇ jednoho
bodu se nemus´ı prˇepocˇ´ıta´vat cela´ krˇivka cˇi plocha, ale jen cˇa´st vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı tento bod. Da´le
se zde da´ zarˇ´ıdit, aby krˇivka zacˇ´ınala nebo koncˇila v krajn´ıch bodech, pomoc´ı nichzˇ se
zada´va´.
B-splajny se deˇl´ı na uniformn´ı a neuniformn´ı, da´le na raciona´ln´ı a neraciona´ln´ı. Tato
pra´ce je zameˇrˇena na neuniformn´ı raciona´ln´ı B-splajn - NURBS. Tyto krˇivky a plochy
mu˚zˇou by´t zada´va´ny pomoc´ı mnoha bod˚u. Ty u plochy vytva´rˇ´ı s´ıt’. Pro veˇtsˇ´ı plochy je
tedy trˇeba zada´vat spoustu dat a to i v prˇ´ıpadeˇ, kdy to pro modelova´n´ı plochy nen´ı zcela
nutne´ - ma´me-li plochu slozˇenou z v´ıce cˇlenite´ cˇa´sti a me´neˇ cˇlenite´ cˇa´sti, pak u NURBS je
trˇeba se rˇ´ıdit tou v´ıce cˇlenitou cˇa´st´ı a tomu prˇizp˚usobit mnozˇstv´ı dat, tj. u me´neˇ cˇlenite´
cˇa´sti vznika´ zbytecˇneˇ podrobna´ s´ıt’ te´to plochy. Tuto skutecˇnost rˇesˇ´ı T-splajny, kde tato
s´ıt’ jizˇ nen´ı pravidelna´, ale lze v n´ı neˇjake´ prˇebytecˇne´ body v me´neˇ cˇlenite´ cˇa´sti vynechat.
T-splajny vsˇak jsou nad ra´mec te´to pra´ce a proto se zde jimi nezaby´va´m.
Cely´ tento vy´voj byl podporova´n snahou modelovat kruzˇnici na pocˇ´ıtacˇi pomoc´ı
zada´va´n´ı bod˚u. Dosa´hlo se toho azˇ pomoc´ı NURBS krˇivek, ktere´ umozˇnˇuj´ı modelova´n´ı
kuzˇelosecˇkovy´ch oblouk˚u. Linea´rn´ı kombinac´ı dvou kuzˇelosecˇkovy´ch oblouk˚u pak lze dosa´-
hnout modelova´n´ı kvadrik.
NURBS jsou hojneˇ vyuzˇ´ıva´ny naprˇ. v CAD syste´mech. Tady se vyuzˇ´ıvaj´ı funkce
jako tazˇen´ı, ota´cˇen´ı cˇi veden´ı. V jejich pozad´ı stoj´ı pra´veˇ NURBS - pro tvorbu povrch˚u
prˇeddefinujeme obrys cˇi profil dane´ho teˇlesa a z neˇj se pak pomoc´ı dany´ch funkc´ı vy-
tvorˇ´ı 3D model. Da´le se pouzˇ´ıvaj´ı naprˇ. u 3D skener˚u pro nacˇten´ı rea´lne´ho objektu
do pocˇ´ıtacˇe a na´sledne´ho vytvorˇen´ı rea´lne´ kopie. Vyuzˇit´ı NURBS v teˇchto skenerech
umozˇnˇuje naprˇ´ıklad zanechat hmotne´ odkazy budouc´ım generac´ım (cenne´ relikvie, apod.).
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1 Definice vybrany´ch prostor˚u
Protozˇe budeme rozeb´ırat problematiku NURBS krˇivek a ploch v projektivn´ım prostoru,
mus´ıme si nejprve definovat, co to ten projektivn´ı prostor je. K tomu budeme potrˇebovat
vektorovy´ prostor a da´le vyuzˇijeme prostor afinn´ı a euklidovsky´.
1.1 Vektorovy´ (linea´rn´ı) prostor
Vektorovy´m (linea´rn´ım) prostorem rozumı´me nepra´zdnou mnozˇinu V, na ktere´ je defi-
nova´no scˇ´ıta´n´ı a na´soben´ı prvk˚u rea´lny´mi cˇ´ısly s teˇmito vlastnostmi:
• V je uzavrˇena´ mnozˇina v˚ucˇi obeˇma operac´ım, tj. pokud scˇ´ıta´me nebo na´sob´ıme
prvky z mnozˇiny V, vy´sledkem je opeˇt prvek do te´to mnozˇiny na´lezˇ´ıc´ı.
• Scˇ´ıta´n´ı je komutativn´ı a asociativn´ı, tj. pro libovolne´ prvky u, v, w ∈ V je
u + v = v + u,
u + (v + w) = (u + v) + w.
• V obsahuje nulovy´ prvek o takovy´, zˇe pro libovolne´ u ∈ V je
u + o = u.
• Ke kazˇde´mu prvku u ∈ V existuje opacˇny´ prvek -u, pro ktery´ plat´ı
u + (−u) = o.
• Pro libovolna´ cˇ´ısla α, β ∈ R je
α(βu) = (αβ)u,
α(u + v) = αu + αv,
(α + β)u = αu + βu,
1 · u = u.
Prvky mnozˇiny V nazy´va´me vektory, rea´lna´ cˇ´ısla skala´ry. Nepra´zdnou podmnozˇinu
W mnozˇiny V nazveme podprostor vektorove´ho prostoru V, jestlizˇe plat´ı pro libovolne´ u,
v ∈ W a α ∈ R:
u + v ∈W,
α · u ∈W.
Podmnozˇinu {ui}, i = 1, ..., n, vektorove´ho prostoru V nazy´va´me linea´rneˇ za´vislou
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuj´ı ci ∈ R, i = 1, ..., n, z nichzˇ alesponˇ jedno je nenulove´, takove´,
zˇe
∑n
i=1 ciui = 0. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ nazy´va´me mnozˇinu linea´rneˇ za´vislou.
Vektor v ∈ V nazveme linea´rn´ı kombinac´ı vektor˚u {ui} ⊂ V, i = 1, ..., n, pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ existuj´ı ci ∈ R, i = 1, ..., n, z nichzˇ alesponˇ jedno je nenulove´, takove´, zˇe∑n
i=1 ciui = v. Mnozˇinu vsˇech linea´rn´ıch kombinac´ı vektor˚u {ui} ⊂ V, i = 1, ..., n,
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znacˇ´ıme {v ∈ V | v = ∑ni=1 ciui} = 〈u1; u2; ...; un〉. Vektory ui, i = 1, ..., n, jsou tedy
linea´rneˇ neza´visle´ pra´veˇ tehdy, kdyzˇ zˇa´dny´ z nich nen´ı linea´rn´ı kombinac´ı ostatn´ıch.
Podmnozˇinu {ui} ⊂ V, i = 1, ..., n, vektorove´ho prostoru nazveme (konecˇny´m) ge-
nera´torem tohoto prostoru pra´veˇ tehdy, kdyzˇ kazˇdy´ vektor v ∈ V je linea´rn´ı kombinac´ı
{ui}, i = 1, ..., n. Linea´rneˇ neza´visly´ konecˇny´ genera´tor vektorove´ho prostoru nazy´va´me
jeho konecˇnou ba´z´ı. Libovolne´ dveˇ konecˇne´ ba´ze te´hozˇ vektorove´ho prostoru maj´ı stejny´
pocˇet prvk˚u.
Necht’ vektorovy´ prostor V ma´ konecˇnou ba´zi s n prvky Pak cˇ´ıslo n nazy´va´me dimenz´ı
prostoru V a prostor oznacˇujeme Vn. Znacˇ´ıme Dim(Vn) = n.
Necht’ Vn je vektorovy´ prostor dimenze n, B = {ui}, i = 1, ..., n, jeho libovolna´ ba´ze
a v =
∑n
i=1 ciui jeho libovolny´ vektor. Koeficienty ci, i = 1, ..., n, te´to linea´rn´ı kombinace
nazy´va´me sourˇadnicemi vektoru v v ba´zi B, p´ıˇseme v = (c1, c2, . . . , cn)B.
Tenzory
Linea´rn´ı zobrazen´ı f : Vn → R, kde Vn je vektorovy´ prostor konecˇne´ dimenze n, se
nazy´va´ linea´rn´ı forma na V pra´veˇ tehdy, kdyzˇ pro kazˇde´ u, v ∈ V a kazˇde´ c ∈ R plat´ı:
f(u + v) = f(u) + f(v),
f(cu) = cf(u).
Necht’ V* je mnozˇina vsˇech linea´rn´ıch forem nad V. Pro kazˇde´ f1, f2 ∈V* definujeme
scˇ´ıta´n´ı linea´rn´ıch forem a na´soben´ı linea´rn´ı formy skala´rem:
f1(u)⊕ f2(u) = f1(u) + f2(u),
c f1(u) = cf1(u).
Pak V* je vektorovy´ prostor. Jde o prostor vsˇech linea´rn´ıch forem na V - dua´ln´ı prostor
k V.
Zobrazen´ı g : U×V→ R, kde U, V jsou vektorove´ prostory konecˇny´ch dimenz´ı m, n,
se nazy´va´ bilinea´rn´ı forma mezi prostory U, V, je-li g linea´rn´ı v obou svy´ch vektorovy´ch
argumentech:
g(u1 + u2,v) = g(u1,v) + g(u2,v), g(ru,v) = rg(u,v),
g(u,v1 + v2) = g(u,v1) + g(u,v2), g(u, rv) = rg(u,v),
pro libovolne´ u, u1, u2 ∈ U, v, v1, v2 ∈ V, r ∈ R. Zobrazen´ı g : U×V→ R nazy´va´me
soucˇtem bilinea´rn´ıch forem g1 : U×V→ R, g2 : U×V→ R pra´veˇ tehdy, kdyzˇ pro kazˇde´
u ∈ U, v ∈ V plat´ı:
g(u,v) = g1(u,v) + g2(u,v).
Zobrazen´ı h : U×V → R se nazy´va´ skala´rn´ım na´sobkem bilinea´rn´ı formy g : U×V →
→ R pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje c ∈ R takove´, zˇe pro kazˇde´ u ∈ U, v ∈ V plat´ı:
h(u,v) = g(cu, cv) = cg(u,v).
Vsˇechny bilinea´rn´ı formy lze zapsat ve tvaru:
g(u,v) =
m∑
i=0
n∑
j=0
ui · vj · g(ei, fj) =
m∑
i=0
n∑
j=0
ui · vj · aij
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resp.
g(u,v) =
(
u0 u1 . . . um
)
a00 a01 . . . a0n
a10 a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
am0 am1 . . . amn


v0
v1
. . .
vn
 ,
kde ui, i = 0, 1, . . . ,m, a vj, j = 0, 1, . . . , n, jsou sourˇadnice vektor˚u u ∈ U resp. v ∈ V
v ba´zi {e0; e1; . . . ; em} ∈ U resp. {f0; f1; . . . ; fn} ∈ V.
Mnozˇina U⊗V vsˇech bilinea´rn´ıch forem mezi prostory U, V spolu se soucˇtem bi-
linea´rn´ıch forem a skala´rn´ım na´sobkem bilinea´rn´ı formy je vektorovy´ prostor. Tento vek-
torovy´ prostor U ⊗ V nazy´va´me tenzorovy´m soucˇinem prostor˚u U a V. Specia´lneˇ ten-
zorove´ soucˇiny U ⊗ U, U ⊗ U*, U* ⊗ U* nazy´va´me prostory tenzor˚u, jejich prvky
nazy´va´me tenzory, prˇicˇemzˇ prvky prostoru U nazy´va´me kontravariantn´ı vektory, znacˇ´ıme
u = (u1, u2, . . . , um). Prvky dua´ln´ıho prostoru U* nazy´va´me kovariantn´ı vektory, znacˇ´ıme
je u* = (u1, u2, . . . , um).
1.2 Afinn´ı (bodovy´) prostor
Afinn´ım (bodovy´m) prostorem rozumı´me nepra´zdnou mnozˇinu An, pro kterou existuje
vektorovy´ prostor Vn a zobrazen´ı ϕ : An ×An → Vn takove´, zˇe plat´ı:
1. pro kazˇde´ A ∈ An a kazˇde´ v ∈ Vn existuje pra´veˇ jedno B ∈ An takove´, zˇe
ϕ(A;B) = v,
2. pro kazˇde´ A, B, C ∈ An je ϕ(A;C) = ϕ(A;B) + ϕ(B;C).
Prvky mnozˇiny An nazy´va´me body. Usporˇa´danou dvojici [A, B] nazy´va´me umı´steˇn´ım
vektoru v v prostoru An. Vektorovy´ prostor Vn nazy´va´me zameˇrˇen´ı prostoru An. Dimenz´ı
afinn´ıho prostoru rozumı´me dimenzi prostoru Vn.
Je-li ϕ(A;B) = v, p´ıˇseme v = B−A. Bod A = [a1; a2; . . . ; an] ∈ An afinn´ıho prostoru
nazveme afinn´ım na´sobkem bodu B = [b1; b2; . . . ; bn] ∈ An pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje
cˇ´ıslo c ∈ R takove´, zˇe:
[a1; a2; . . . ; an] = [cb1; cb2; . . . ; cbn].
P´ıˇseme [a1; a2; . . . ; an] = c[b1; b2; . . . ; bn], resp. A = c ·B.
Bod D = [d1; d2; . . . ; dn] ∈ An nazveme afinn´ım soucˇtem bod˚u A,B ∈ An pra´veˇ tehdy,
kdyzˇ:
[d1; d2; . . . ; dn] = [a1 + b1; a2 + b2; . . . ; an + bn].
P´ıˇseme [d1; d2; . . . ; dn] = [a1; a2; . . . ; an] + [b1; b2; . . . ; bn], resp. D = A+B.
Bod E = [e1; e2; . . . ; en] ∈ An nazveme afinn´ı kombinac´ı bod˚u Ai = [ai1; ai2; . . . ; ain],
i=1, 2, ..., k, pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuj´ı t1, t2, . . . , tk ∈ R takove´, zˇe:
t1 + t2 + . . .+ tk = 1,
[e1; e2; . . . ; en] =
[
k∑
i=1
tiai1;
k∑
i=1
tiai2; . . . ;
k∑
i=1
tiain
]
.
P´ıˇseme [e1; e2; . . . ; en] =
∑k
i=1 ti[ai1; ai2; . . . ; ain], resp. E = t1A1 + t2A2 + . . . + tkAk, tj.
E =
∑k
i=1 tiAi.
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1.3 Euklidovsky´ prostor
Necht’ V = (V,+, ·) je vektorovy´ prostor. Necht’ 〈 , 〉 je zobrazen´ı mnozˇiny V × V do R
splnˇuj´ıc´ı pro kazˇde´ u, v, w ∈ V, r ∈ R:
1. 〈u,v〉 = 〈v,u〉,
2. 〈u + v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉,
3. 〈ru,v〉 = r〈u,v〉,
4. 〈u,u〉 > 0,u 6= o.
Pak V se nazy´va´ vektorovy´ prostor se skala´rn´ım soucˇinem, neboli unita´rn´ı prostor. Afinn´ı
prostor, jehozˇ zameˇrˇen´ım je unita´rn´ı prostor, nazy´va´me euklidovsky´ prostor. Euklidovsky´
prostor dimenze n se znacˇ´ı En.
Je-li Vn unita´rn´ı prostor dimenze n, {e1; e2; ...; en} libovolna´ ba´ze Vn a O ∈ En, pak
usporˇa´danou (n + 1) - tici 〈O ; e1; e2; ...; en〉 nazy´va´me karte´zskou sourˇadnou soustavou.
Jestlizˇe X−O = x1e1+x2e2+ . . .+xnen, p´ıˇseme X = [x1; x2; ...; xn] a usporˇa´danou n - tici
nazy´va´me karte´zsky´mi sourˇadnicemi bodu X.
1.4 Projektivn´ı prostor
Necht’ Vn+1 (n ≥ −1) je vektorovy´ prostor dimenze n + 1 nad mnozˇinou vsˇech rea´lny´ch
cˇ´ısel. Mnozˇinu Pn vsˇech jednodimenziona´ln´ıch podprostor˚u prostoru Vn+1 nazy´va´me pro-
jektivn´ım prostorem dimenze n. Jeho prvky jsou body. Vektorovy´ prostor Vn+1 nazy´va´me
aritmeticky´m za´kladem prostoru Pn. Kazˇdy´ nenulovy´ vektor v ∈ Vn+1, ktery´ generuje
bod A = 〈v〉 = {kv | k ∈ R}, nazy´va´me aritmeticky´m za´stupcem bodu A projektivn´ıho
prostoru.
Mnozˇina bod˚u {X1;X2; . . . ;Xk}; Xi ∈ Pn je linea´rneˇ neza´visla´ pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou
linea´rneˇ neza´visl´ı aritmeticˇt´ı za´stupci jejich prvk˚u.
Aritmetickou ba´z´ı projektivn´ıho prostoru Pn rozumı´me libovolnou ba´zi 〈u1; u2; . . . ;
un〉 vektorove´ho prostoru Vn+1. Geometrickou ba´z´ı prostoru Pn rozumı´me (n + 2) - tici
bod˚u 〈O1;O2; . . . ;On+1;E〉 takovy´ch, zˇe libovolny´ch (n+1) z nich je linea´rneˇ neza´visly´ch.
Body O1, O2, . . . , On+1 nazy´va´me za´kladn´ı body a bod E jednotkovy´ bod geometricke´ ba´ze.
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Obr.1: Zobrazen´ı ba´z´ı v P2
Necht’ 〈O1;O2; . . . ;On+1;E〉 je geometricka´ ba´ze a 〈u1; u2; ...; un+1〉 je aritmeticka´ ba´ze
projektivn´ıho prostoru Pn takova´, zˇe
E = 〈u1 + u2 + ...+ un+1〉,
O1 = 〈u1〉, O2 = 〈u2〉, . . . , On+1 = 〈un+1〉.
Da´le necht’ A = 〈v〉 ∈ Pn je libovolny´ bod, prˇicˇemzˇ v = v1u1 + v2u2 + . . .+ vn+1un+1,
vi ∈ R, i = 1, 2, ..., n + 1. Pak usporˇa´danou (n + 1) - tici (v1; v2; . . . ; vn+1) ∈ Rn+1
nazy´va´me projektivn´ımi homogenn´ımi sourˇadnicemi bodu A vzhledem ke geometricke´ ba´zi
〈O1;O2; . . . ;On+1;E〉.
Projektivn´ı prostor Qm nazy´va´me projektivn´ım podprostorem prostoru Pn, jestlizˇe
aritmeticky´ za´klad prostoru Qm je podprostorem aritmeticke´ho za´kladu Pn.
Jestlizˇe jsou A1 = 〈v1〉, A2 = 〈v2〉, . . . , Am+1 = 〈vm+1〉 linea´rneˇ neza´visle´ body z Qm
a pro aritmeticke´ho za´stupce x libovolne´ho bodu X ∈ Qm plat´ı:
x = λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λm+1vm+1,
rˇ´ıka´me, zˇe bod X je projektivn´ı kombinac´ı bod˚u A1, A2, . . . , Am+1. P´ıˇseme:
X = λ1A1 + λ2A2 + . . .+ λm+1Am+1.
Tuto rovnici nazy´va´me parametricky´m vyja´drˇen´ım podprostoru s geometrickou ba´z´ı 〈A1;
A2; . . . ;Am+1;X〉.
Projektivn´ı prostor mu˚zˇeme modelovat jako euklidovsky´ prostor rozsˇ´ıˇreny´ o jednu
dimenzi. V tomto modelu je projektivn´ım bodem euklidovska´ prˇ´ımka procha´zej´ıc´ı eu-
klidovsky´m pocˇa´tkem. Bod A = (v1; v2; ...; vn+1) nazy´va´me vlastn´ım bodem prostoru Pn
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ vn+1 6= 0. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ jde o bod nevlastn´ı. Vlastn´ı bod mu˚zˇeme
prˇepsat na tvar A =
(
v1
vn+1
; v2
vn+1
; ...; vn
vn+1
; 1
)
a karte´zske´ sourˇadnice tohoto bodu v eukli-
dovske´m prostoru pak jsou A =
[
v1
vn+1
; v2
vn+1
; ...; vn
vn+1
]
.
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Obr.2: Zobrazen´ı vlastn´ıho a nevlastn´ıho bodu v projektivn´ı rovineˇ.
Mnozˇina vsˇech vlastn´ıch bod˚u projektivn´ıho prostoru Pn je jeho projektivn´ım podpro-
storem, ktery´ je izomorfn´ı s n-rozmeˇrny´m afinn´ım prostorem. Je-li aritmeticky´m za´kladem
prostoru Pn unita´rn´ı vektorovy´ prostor, je podprostor izomorfn´ı s n - rozmeˇrny´m eukli-
dovsky´m prostorem.
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2 Krˇivky
V matematice se cˇasto setka´va´me s krˇivkami, ktere´ procha´zej´ı prˇedem zadany´mi body
(naprˇ. interpolacˇn´ı polynomy, splajny apod.). Technicka´ praxe vsˇak cˇasto vyzˇaduje krˇivky
urcˇene´ body, ktery´mi krˇivka nemus´ı procha´zet a jejichzˇ poloha urcˇuje krˇivku jiny´m zp˚uso-
bem. Jedna´ se o rˇ´ıd´ıc´ı body nebo o rˇ´ıd´ıc´ı polygony. Jednu z nejjednodusˇsˇ´ıch takovy´ch
krˇivek pouzˇ´ıval od roku 1964 J. C. Ferguson - Fergusonovu krˇivku. V letech 1959 - 1962
navrhli neza´visle na sobeˇ P. E. Be´ziere a P. de Casteljau krˇivku, jej´ızˇ na´zev je Be´zierova
krˇivka.
Mezi dalˇs´ı krˇivky, jezˇ jsou v technicke´ praxi hojneˇ pouzˇ´ıva´ny, patrˇ´ı Coonsovy krˇivky
a B - splajny, ktere´ definoval S. A. Coons. Nevy´hodou Fergusonovy, Be´zierovy a Coonsovy
krˇivky je pouze loka´ln´ı kontrolovatelnost - po zmeˇneˇ jednoho bodu mus´ıme prˇepocˇ´ıtat
celou krˇivku, a sˇpatna´ ovladatelnost.
Raciona´ln´ı B - splajny a neuniformn´ı raciona´ln´ı B - splajny (NURBS) umozˇnily ge-
nerovat klasicke´ geometricke´ prvky (naprˇ. u´secˇky, kruzˇnice, elipsy) za pomoci stejny´ch
metod, ktere´ umozˇnˇuj´ı vytvorˇit krˇivky se slozˇity´mi pr˚ubeˇhy.
2.1 Definice krˇivky
Zobrazen´ı v : I → Vn se nazy´va´ vektorova´ funkce na intervalu I ⊆ R . Rˇekneme, zˇe
vektorova´ funkce v : I → Vn je trˇ´ıdy Cr na I, pra´veˇ kdyzˇ v ma´ na I spojite´ vsˇechny
derivace azˇ do rˇa´du r vcˇetneˇ. Prˇ´ıpadnou nultou derivac´ı rozumı´me funkci samu.
Zobrazen´ı f : I → En nazy´va´me pohyb v prostoru En. Je-li P ∈ En pevneˇ zvo-
leny´ pocˇa´tek, tak pr˚uvodicˇem bodu Q ∈ En rozumı´me vektor v = −→PQ ∈ Vn. Pohyb
f : I → En definuje vektorovou funkci −→Pf : I → Vn, ktera´ kazˇde´mu t ∈ I prˇiˇrad´ı
pr˚uvodicˇ
−→
Pf(t) = (f(t)− P ) ∈ Vn bodu f(t). Vektorova´ funkce −→Pf : I → Vn se nazy´va´
pr˚uvodicˇ pohybu f.
Vektor f ′ = df
dt
(pokud existuje) nazy´va´me vektor rychlosti pohybu f. Rˇekneme, zˇe f
je pohyb trˇ´ıdy Cr, jestlizˇe jeho pr˚uvodicˇ
−→
Pf je vektorova´ funkce trˇ´ıdy Cr. Tento pohyb
je regula´rn´ı, jestlizˇe df
dt
6= o pro vsˇechna t ∈ I. Bod f(t0), v neˇmzˇ dfdt = o nazy´va´me
singula´rn´ım bodem pohybu f .
Pohyb f : I → En je jednoduchy´, plat´ı-li t1 6= t2 ⇒ f(t1) 6= f(t2). Mnozˇinu C ⊂ En
nazy´va´me jednoducha´ krˇivka trˇ´ıdy Cr, pokud existuje takovy´ jednoduchy´ regula´rn´ı pohyb
f : I → En trˇ´ıdy Cr, zˇe plat´ı C = f(I). Samotne´ zobrazen´ı f pak nazy´va´me parametrizac´ı
krˇivky C.
Jednoducha´ krˇivka C je orientovana´ souhlasneˇ s parametrizac´ı f, jestlizˇe pro dva libo-
volne´ body f(t1), f(t2) krˇivky C plat´ı, zˇe f(t1) je prˇed f(t2) pra´veˇ tehdy, kdyzˇ t1 < t2.
Pokud je t1 > t2, pak jde o nesouhlasnou orientaci.
Rˇ´ıka´me, zˇe C ⊂ En je krˇivka trˇ´ıdy Cr, jestlizˇe pro kazˇdy´ bod X ∈ C existuje takove´
jako okol´ı U v En, zˇe C ∩U je jednoducha´ krˇivka trˇ´ıdy Cr. Parametrizace pr˚unik˚u C ∩U
nazy´va´me loka´ln´ımi parametrizacemi.
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Obr.3: Loka´ln´ı parametrizace
2.2 Prˇedch˚udci NURBS krˇivek
2.2.1 Fergusonova krˇivka
Fergusonova krˇivka je urcˇena cˇtyrˇmi body P0, P1, P2, P3, kde body P0, P3 jsou krajn´ımi
body krˇivky.
−−→
P0P1,
−−→
P2P3 jsou tecˇne´ vektory v krajn´ıch bodech. Velikost teˇchto vektor˚u
ovlivnˇuje za´rovenˇ druhou derivaci krˇivky (cˇ´ım je velikost veˇtsˇ´ı, t´ım v´ıce krˇivka k vektoru
prˇiblizˇuje). Jsou-li oba tecˇne´ vektory nulove´, pak se krˇivka stane u´secˇkou P0P2.
Obr.4: Fergusonova krˇivka
Parametrizace krˇivky je tvaru:
Q(t) =
3∑
i=0
PiFi(t); t ∈ 〈0; 1〉, (1)
F0(t) = 2t
3 − 3t2 + 1, F1(t) = t3 − 2t2 + t, F2(t) = −2t3 + 3t2, F3(t) = t3 − t2. (2)
Funkce Fi jsou polynomy 3. stupneˇ. Fergusonova krˇivka je tedy kubicka´ parabola.
Neˇkdy je tato krˇivka nazy´va´na Hermitovskou kubikou.
Nejveˇtsˇ´ı prˇednost Fergusonovy´ch krˇivek se projev´ı prˇi jejich navazova´n´ı. Spojitosti prˇi
navazova´n´ı dvou krˇivek doc´ıl´ıme totozˇnost´ı posledn´ıho bodu prvn´ı krˇivky a prvn´ıho bodu
druhe´ krˇivky. Identita tecˇny´ch vektor˚u v dane´m bodeˇ zajiˇst’uje, zˇe vznikla´ krˇivka je trˇ´ıdy
C1.
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Obr.5: Spojen´ı dvou Fergusonovy´ch krˇivek
2.2.2 Be´zierova krˇivka
Be´zierovy krˇivky jsou patrneˇ nejpopula´rneˇjˇs´ı aproximacˇn´ı krˇivky pouzˇ´ıvane´ pro mode-
lova´n´ı ve dvou rozmeˇrech. Cˇasto se pouzˇ´ıvaj´ı i prˇi definici p´ısma.
Obr.6: Be´zierova krˇivka
Be´zierova krˇivka je urcˇena cˇtyrˇmi body P0, P1, P2, P3 a je definova´na parametrizac´ı:
Q(t) =
3∑
i=0
PiBi(t); t ∈ 〈0; 1〉, (3)
B0(t) = (1− t)3, B1(t) = 3t(1− t)2, B2(t) = 3t2(1− t), B3(t) = t3. (4)
Jedna´ se o kubickou parabolu, ktera´ procha´z´ı body P0, P3, u´secˇky P0P1, P3P2 urcˇuj´ı tecˇny
v krajn´ıch bodech a jejich smeˇrnice jsou cˇ´ıselneˇ rovny trˇetineˇ de´lky teˇchto u´secˇek.
Be´zierovy krˇivky mu˚zˇeme snadno hladce napojovat, a to tak, zˇe v bodeˇ spojen´ı za-
jist´ıme spolecˇnou tecˇnu - doc´ıl´ıme tak spojitosti krˇivky a jej´ı derivace, tj. krˇivka je trˇ´ıdy
C1.
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Obr.7: Spojen´ı dvou Be´ziorovy´ch krˇivek
Zobecneˇn´ıme-li prˇedchoz´ı krˇivku, dostaneme obecnou Be´zierovu krˇivku n - te´ho stupneˇ.
Vznikne pomoc´ı n+ 1 rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a je urcˇena vztahem:
Q(t) =
n∑
i=0
PiB
n
i (t); t ∈ 〈0; 1〉, (5)
Bni (t) =
(
n
i
)
ti(1− t)n−i, i = 0, 1, ..., n. (6)
Bni (t) jsou Bernsteinovy polynomy. Bernsteinovy polynomy jsou neza´porne´ a jejich soucˇet
je roven jedne´. Kazˇdy´ bod Q(t) Be´zierovy krˇivky je tak afinn´ı kombinac´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
(dle konce kapitoly 1.2).
Obr.8: Obecna´ Be´zierova krˇivka stupneˇ n = 5
Prˇi zmeˇneˇ polohy rˇ´ıd´ıc´ıho bodu Pi dojde ke zmeˇneˇ tvaru cele´ krˇivky. Proto se tyto
krˇivky deˇl´ı na segmenty nizˇsˇ´ıho stupneˇ, ktere´ se postupneˇ navazuj´ı.
Pokud kazˇde´mu bodu Pi prˇiˇrad´ıme neza´porne´ rea´lne´ cˇ´ıslo mi, dostaneme krˇivku jezˇ je
da´na rovnic´ı:
Q(t) =
n∑
i=0
PiR
n
i (t); t ∈ 〈0; 1〉, (7)
Rni (t) =
Bni (t)∑n
j=0B
n
i (t)mj
. (8)
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Je to raciona´ln´ı Be´zierova krˇivka a Rni (t) jsou raciona´ln´ı Bernsteinovy polynomy. Ke zmeˇ-
neˇ tvaru krˇivky tedy jizˇ nen´ı vzˇdy nutno meˇnit rˇ´ıd´ıc´ı polygon, te´to zmeˇny lze doc´ılit
i zmeˇnou prˇ´ıslusˇn´ıch vah mi. Na rozd´ıl od prˇedchoz´ıch krˇivek vsˇak jizˇ tuto krˇivku nelze
v En vyja´drˇit jako linea´rn´ı kombinaci polynomu˚, k jej´ımu za´pisu v En je nutna´ raciona´ln´ı
funkce. Tato krˇivka je specia´ln´ım prˇ´ıpadem NURBS (Non Uniform Rational B-Spline)
krˇivky.
Obr.9: Raciona´ln´ı Be´zierova krˇivka s r˚uzny´m zakrˇiven´ım
2.2.3 Coonsova krˇivka
Coonsova krˇivka je podobna´ Fergusonoveˇ krˇivce a zauj´ıma´ vedle Be´zierovy´ch krˇivek
vy´znamne´ postaven´ı v historii parametricky´ch krˇivek a ploch. Je beˇzˇneˇ pouzˇ´ıva´na prˇi tvor-
beˇ po cˇa´stech skla´dany´ch polynomia´ln´ıch krˇivek. U´vahy o uniformn´ı a neuniformn´ı para-
metrizaci vy´razneˇ prˇispeˇly k zobecneˇne´mu pohledu na vlastnosti a tvorbu polynomia´lna´ch
ba´z´ı a v neposledn´ı rˇadeˇ se stala za´kladem obecne´ho apara´tu NURBS.
Za´kladn´ı oblouk je opeˇt urcˇen cˇtyrˇmi body P0, P1, P2, P3. Tentokra´t vsˇak krˇivka nezacˇ´ı-
na´ ani nekoncˇ´ı v zˇa´dne´m z teˇchto bod˚u. Pocˇa´tecˇn´ı a koncovy´ bod lezˇ´ı v antiteˇzˇiˇst´ıch
troju´heln´ık˚u P0P1P2 a P1P2P3 (na stejne´ u´secˇce jako teˇzˇiˇsteˇ, ale ve vzda´lenosti 1/3 de´lky
od bodu P1, resp. P2).
Obr.10: Coonsova krˇivka
Parametrizace Coonsovy krˇivky je:
Q(t) =
1
6
3∑
i=0
PiCi(t); t ∈ 〈0; 1〉, (9)
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C0(t) = (1− t)3, C1(t) = 3t3 − 6t2 + 4, C2(t) = 3t3 + 3t2 + 3t+ 1, C3(t) = t3. (10)
Sourˇadnice antitezˇiˇst’ jsou:
Q(0) =
1
6
(P0 + 4P1 + P2), Q(1) =
1
6
(P1 + 4P2 + P3). (11)
2.3 B-splajn krˇivka
Pokud skla´da´me Coonsovy krˇivky, pak dveˇ po sobeˇ jdouc´ı krˇivky maj´ı vzˇdy stejne´ trˇi ze
cˇtyrˇ rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Krˇivku slozˇenou z Coonsovy´ch krˇivek nazy´va´me B-splajn (uniformn´ı,
neraciona´ln´ı; nebo take´ Coons˚uv kubicky´ B-splajn). Ta je ve vsˇech vnitrˇn´ıch bodech spo-
jita´ i se svou prvn´ı a druhou derivac´ı. Je to tedy krˇivka trˇ´ıdy C2.
Prˇi zmeˇneˇ jednoho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu docha´z´ı pouze k loka´ln´ı zmeˇneˇ krˇivky, tj. pouze cˇtyrˇ
oblouk˚u, jejichzˇ konstrukce se dany´ bod u´cˇastn´ı. U B-splajn˚u mu˚zˇeme zarˇ´ıdit, aby krˇivka
zacˇ´ınala a koncˇila v krajn´ıch bodech. A to tak zˇe trˇi rˇ´ıd´ıc´ı body prvn´ıho a posledn´ıho ob-
louku splynou. Na krˇivce lze vytvorˇit hrot, a to tak, zˇe trˇi body rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu splynou.
Krˇivka je v tomto prˇ´ıpadeˇ trˇ´ıdy pouze C0, nebot’ v tomto bodeˇ neexistuje derivace.
Obr.11: B-splajn krˇivka
B-splajn generovany´ m+ 1 body rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu P0, P1, ..., Pm je slozˇen z m−2 seg-
ment˚u Q3, ..., Qm. Parametr t prob´ıha´ interval 〈t3, tm+1〉 a hodnoty parametru t v uzlech
oznacˇene´ ti definuj´ı uzlovy´ vektor. Tyto hodnoty maj´ı konstantn´ı vzda´lenost ti+1 −ti = k,
uzlovy´ vektor je tedy uniformn´ı. Je tvorˇen neklesaj´ıc´ı posloupnost´ı neza´porny´ch rea´lny´ch
cˇ´ısel.
Obecny´ B-splajn ma´ uzlovy´ vektor t = (t0, t1, ..., tm+n+1), kde m+ 1 je pocˇet rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u a n je stupenˇ krˇivky.Tato krˇivka je definova´na vztahem:
Q(t) =
m∑
i=0
PiN
n
i (t), (12)
kde Nni jsou ba´zove´ B-splajn funkce definovane´ v na´sleduj´ıc´ı kapitole.
Pokud je v uzlove´m vektoru prvn´ıch a posledn´ıch n + 1 cˇ´ısel shodny´ch, pak krˇivka
procha´z´ı prvn´ım a posledn´ım rˇ´ıd´ıc´ım bodem a jedna´ se o ”sevrˇenou” krˇivku - spojnice
prvn´ıch a posledn´ıch dvou rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u jsou tecˇnami v krajn´ıch bodech krˇivky.
B-splajn krˇivka lezˇ´ı cela´ ve sve´ konvexn´ı oba´lce a jej´ı segmenty lezˇ´ı v konvexn´ıch
oba´lka´ch svy´ch rˇ´ıd´ıc´ıch polygon˚u. Je invariantn´ı v˚ucˇi ota´cˇen´ı, posunut´ı a zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka.
Specia´ln´ım prˇ´ıpadem B-splajnu je Be´zierova krˇivka a to B-splajn stupneˇ pocˇet bod˚u
mı´nus jedna pro uzlovy´ vektor de´lky 2(n + 1) a tvaru t = (t0, ..., tn, tn+1, ..., t2n+1) =
= (0, ..., 0, 1, ..., 1).
20
2.3.1 B-splajn funkce
Jako ba´zove´ funkce se pro B-splajn krˇivky a plochy a pro NURBS krˇivky a plochy pouzˇ´ıvaj´ı
B-splajn funkce. B-splajn funkce s uzlovy´m vektorem t = (t0, t1, ..., tn) je definova´na
na´sledovneˇ:
N0i (t) =
{
1 pro t ∈ 〈ti, ti+1),
0 jinde,
(13)
Nki (t) =
t− ti
ti+k − tiN
k−1
i (t) +
ti+k+1 − t
ti+k+1 − ti+1N
k−1
i+1 (t), (14)
kde k znacˇ´ı stupenˇ funkce a pro 0 ≤ i ≤ n− k − 1, 1 ≤ k ≤ n− 1, 0
0
= 0. n+ 1 je pocˇet
uzl˚u ti.
Soucˇet B-splajn funkc´ı stupneˇ k na intervalu 〈ti, ti+1) je jedna. V uzlu na´sobnosti s
ma´ ba´zova´ funkce Nki spojitost C
k−s
2.3.2 Prˇiklady vy´pocˇtu B-splajn funkc´ı
Prˇ´ıklad 1: Spocˇ´ıtejme B-splajn funkce stupneˇ 1 pro uzlovy´ vektor t = (t0, t1, ..., t7) =
= (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).
Dle vzorecˇku (14) spocˇteme B-splajn funkce Nki (t) pro k = 1 a i = 0, 1, ..., n− k − 1,
n− k − 1 = 7− 1− 1 = 5, tj. i = 0, 1, ..., 5:
N10 (t) =
t− t0
t1 − t0N
0
0 (t)+
t2 − t
t2 − t1N
0
1 (t) =
t− 0
1− 0N
0
0 (t)+
2− t
2− 1N
0
1 (t) = tN
0
0 (t)+(2−t)N01 (t).
Funkce N0i (t), i = 0, 1 urcˇ´ıme ze vztahu (13). Rovnou si vyp´ıˇseme vsˇechny funkce N
0
i (t),
ktere´ budeme potrˇebovat, tj pro i = 0, ..., 6:
N00 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t0, t1) = 〈0, 1),
0 jinde.
N01 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t1, t2) = 〈1, 2),
0 jinde.
N02 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t2, t3) = 〈2, 3),
0 jinde.
N03 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t3, t4) = 〈3, 4),
0 jinde.
N04 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t4, t5) = 〈4, 5),
0 jinde.
N05 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t5, t6) = 〈5, 6),
0 jinde.
N06 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈t6, t7) = 〈6, 7),
0 jinde.
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Protozˇe pocˇ´ıta´me vzˇdy prˇes hodnoty ti, ti+1, ti+2, vy´sledek se na´m rozlozˇ´ı na intervaly
〈ti, ti+1), 〈ti+1, ti+2) a jinde. Po dosazen´ı dosta´va´me:
N10 (t) =

t pro t ∈ 〈0, 1),
2− t pro t ∈ 〈1, 2),
0 jinde.
Stejneˇ tak z´ıska´me i ostatn´ı B-splajn funkce:
N11 (t) =
t− t1
t2 − t1N
0
1 (t) +
t3 − t
t3 − t2N
0
2 (t) =
t− 1
2− 1N
0
1 (t) +
3− t
3− 2N
0
2 (t) =
= (t− 1)N01 (t) + (3− t)N02 (t) =

t− 1 pro t ∈ 〈1, 2),
3− t pro t ∈ 〈2, 3),
0 jinde.
N12 (t) =
t− t2
t3 − t2N
0
2 (t) +
t4 − t
t4 − t3N
0
3 (t) =
t− 2
3− 2N
0
2 (t) +
4− t
4− 3N
0
3 (t) =
= (t− 2)N02 (t) + (4− t)N03 (t) =

t− 2 pro t ∈ 〈2, 3),
4− t pro t ∈ 〈3, 4),
0 jinde.
N13 (t) =
t− t3
t4 − t3N
0
3 (t) +
t5 − t
t5 − t4N
0
4 (t) =
t− 3
4− 3N
0
3 (t) +
5− t
5− 4N
0
4 (t) =
= (t− 3)N03 (t) + (5− t)N04 (t) =

t− 3 pro t ∈ 〈3, 4),
5− t pro t ∈ 〈4, 5),
0 jinde.
N14 (t) =
t− t4
t5 − t4N
0
4 (t) +
t6 − t
t6 − t5N
0
5 (t) =
t− 4
5− 4N
0
4 (t) +
6− t
6− 5N
0
5 (t) =
= (t− 4)N04 (t) + (6− t)N05 (t) =

t− 4 pro t ∈ 〈4, 5),
6− t pro t ∈ 〈5, 6),
0 jinde.
N15 (t) =
t− t5
t6 − t5N
0
5 (t) +
t7 − t
t7 − t6N
0
6 (t) =
t− 5
6− 5N
0
5 (t) +
7− t
7− 6N
0
6 (t) =
= (t− 5)N05 (t) + (7− t)N06 (t) =

t− 5 pro t ∈ 〈5, 6),
7− t pro t ∈ 〈6, 7),
0 jinde.
Funkce N1i (t), i = 0, ..., 5, jsou zna´zorneˇny na na´sleduj´ıc´ım obra´zku.
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Obr.12: B-splajn funkce stupneˇ 1 pro uzlovy´ vektor t = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
Prˇ´ıklad 2: Pro uzlovy´ vektor t = (t0, t1, ..., t7) = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) spocˇ´ıta´me B-
-splajn funkce stupneˇ 2.
Ze vzorecˇku (14) spocˇ´ıta´me B-splajn funkce pro k = 2 a i = 0, ..., n−k−1, n−k−1 =
= 7−2−1 = 4, tj. i = 0, ..., 4. Protozˇe ma´me uzlovy´ vektor stejny´ jako v minule´m prˇ´ıkladeˇ,
mu˚zˇeme z neˇj pouzˇ´ıt jizˇ vypocˇ´ıtane´ funkce stupneˇ 1 a 0. Pocˇ´ıta´me prˇes hodnoty ti, ..., ti+3.
Vy´sledek se na´m tak rozlozˇ´ı na intervaly 〈ti, ti+1), 〈ti+1, ti+2) 〈ti+2, ti+3) a jinde.
N20 (t) =
t− t0
t2 − t0N
1
0 (t) +
t3 − t
t3 − t1N
1
1 (t) =
t− 0
2− 0N
1
0 (t) +
3− t
3− 1N
1
1 (t) =
=
t
2
N10 (t) +
3− t
2
N11 (t) =

t2/2 pro t ∈ 〈0, 1),
(−2t2 + 6t− 3)/2 pro t ∈ 〈1, 2),
(3− t)2/2 pro t ∈ 〈2, 3),
0 jinde.
(Pro 〈1, 2) ma´me t(2− t)/2 + (3− t)(t− 1)/2 = (−2t2 + 6t− 3)/2.)
N21 (t) =
t− t1
t3 − t1N
1
1 (t) +
t4 − t
t4 − t2N
1
2 (t) =
t− 1
3− 1N
1
1 (t) +
4− t
4− 2N
1
2 (t) =
=
t− 1
2
N11 (t) +
4− t
2
N12 (t) =

(t− 1)2/2 pro t ∈ 〈1, 2),
(−2t2 + 10t− 11)/2 pro t ∈ 〈2, 3),
(4− t)2/2 pro t ∈ 〈3, 4),
0 jinde.
(Pro 〈2, 3) ma´me (t− 1)(3− t)/2 + (4− t)(t− 2)/2 = (−2t2 + 10t− 11)/2.)
N22 (t) =
t− t2
t4 − t2N
1
2 (t) +
t5 − t
t5 − t3N
1
3 (t) =
t− 2
4− 2N
1
2 (t) +
5− t
5− 3N
1
3 (t) =
=
t− 2
2
N12 (t) +
5− t
2
N13 (t) =

(t− 2)2/2 pro t ∈ 〈2, 3),
(−2t2 + 14t− 23)/2 pro t ∈ 〈3, 4),
(5− t)2/2 pro t ∈ 〈4, 5),
0 jinde.
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(Pro 〈3, 4) ma´me (t− 2)(4− t)/2 + (5− t)(t− 3)/2 = (−2t2 + 14t− 23)/2.)
N23 (t) =
t− t3
t5 − t3N
1
3 (t) +
t6 − t
t6 − t4N
1
4 (t) =
t− 3
5− 3N
1
3 (t) +
6− t
6− 4N
1
4 (t) =
=
t− 3
2
N13 (t) +
6− t
2
N14 (t) =

(t− 3)2/2 pro t ∈ 〈3, 4),
(−2t2 + 18t− 39)/2 pro t ∈ 〈4, 5),
(6− t)2/2 pro t ∈ 〈5, 6),
0 jinde.
(Pro 〈4, 5) ma´me (t− 3)(5− t)/2 + (6− t)(t− 4)/2 = (−2t2 + 18t− 39)/2.)
N24 (t) =
t− t4
t6 − t4N
1
4 (t) +
t7 − t
t7 − t5N
1
5 (t) =
t− 4
6− 4N
1
4 (t) +
7− t
7− 5N
1
5 (t) =
=
t− 4
2
N14 (t) +
7− t
2
N15 (t) =

(t− 4)2/2 pro t ∈ 〈4, 5),
(−2t2 + 22t− 59)/2 pro t ∈ 〈5, 6),
(7− t)2/2 pro t ∈ 〈6, 7),
0 jinde.
(Pro 〈5, 6) ma´me (t− 4)(6− t)/2 + (7− t)(t− 5)/2 = (−2t2 + 22t− 59)/2.)
Obr.13: B-splajn funkce stupneˇ 2 pro uzlovy´ vektor t = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
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3 Plochy
Snaha oprostit uzˇivatele graficky´ch syste´mu˚ od matematiky a u´sil´ı o maxima´ln´ı geome-
trickou na´zornost vedly k rozvoji technicky´ch ploch. Uzˇivatel modeluje tyto plochy tak,
zˇe zada´ naprˇ. rˇ´ıd´ıc´ı body, okrajove´ krˇivky nebo tecˇne´ vektory. Mezi technicke´ plochy
patrˇ´ı naprˇ. Fergusonovy, Be´zierovy a Coonsovy plochy. Tyto plochy vznikaj´ı zobecneˇn´ım
prˇ´ıslusˇny´ch krˇivek.
3.1 Definice plochy
Mnozˇinu S ⊂ E3 nazy´va´me jednoducha´ plocha trˇ´ıdy Cr, jestlizˇe existuje otevrˇena´ mnozˇina
D ⊂ R2 a injektivn´ı zobrazen´ı f : D → E3 trˇ´ıdy Cr takove´, zˇe S = f(D) a vektory f ′u,
f ′v jsou linea´rneˇ neza´visle´ v kazˇde´m bodeˇ z D. Mnozˇinu D nazy´va´me oblast parametr˚u
a zobrazen´ı f je parametrizace S.
Rˇ´ıka´me, zˇe mnozˇina S ⊂ E3 je plocha trˇ´ıdy Cr, jestlizˇe pro vsˇechna X ∈ S existuje
takove´ jeho okol´ı Ux, zˇe Ux ∩ S je jednoducha´ plocha trˇ´ıdy Cr. Parametrizace teˇchto
pr˚unik˚u nazy´va´me loka´ln´ımi parametrizacemi plochy S. Plocha je souvisla´, jestlizˇe kazˇde´
dva body na S mu˚zˇeme spojit jednoduchou krˇivkou, ktera´ cela´ lezˇ´ı na S.
Sourˇadnicovy´mi krˇivkami na plosˇe S rozumı´me krˇivky zadane´ v oblasti parametr˚u D
rovnicemi u = konst, resp. v = konst. Mnozˇinu vsˇech sourˇadnicovy´ch krˇivek na plosˇe S
nazy´va´me sourˇadnicova´ s´ıt’.
3.2 Fergusonova plocha
Fergusonovy plochy vznikly v roce 1964 a jsou dvojrozmeˇrny´m zobecneˇn´ım Fergusonovy´ch
krˇivek.
Obr.14: Fergusonova plocha
Parametrizace te´to plochy je tvaru:
Q(r, s) =
3∑
i=0
3∑
j=0
PijFi(r)Fj(s); r, s ∈ 〈0; 1〉, (15)
F0(t) = 2t
3 − 3t2 + 1, F1(t) = t3 − 2t2 + t, F2(t) = −2t3 + 3t2, F3(t) = t3 − t2. (16)
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Pokud danou rovnici rozep´ıˇseme maticoveˇ, bude mı´t tvar:
Q(r, s) =
(
F0(r) F1(r) F2(r) F3(r)
)
P00 P01 P02 P03
P10 P11 P12 P13
P20 P21 P22 P23
P30 P31 P32 P33


F0(s)
F1(s)
F2(s)
F3(s)
 , (17)
kde P00, P03, P30, P33 jsou trˇ´ıslozˇkove´ zkruty v roz´ıch. P01, P02, P10, P13, P20, P23, P13
a P23 jsou tecˇne´ vektory v roz´ıch. P11, P12, P21, P22 jsou body urcˇuj´ıc´ı rohy plochy.
Jsou-li zkruty P00, P03, P30, P33 nulove´ vektory, pak jde o plochu dvana´ctivektorovou.
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ jde o plochu sˇestna´ctivektorovou.
Obr.15: Fergusonova plocha dvana´ctivektorova´
Zkruty rˇ´ıd´ı vyklenut´ı plochy v jej´ım rohu. V prˇ´ıpadeˇ dvana´ctivektorovy´ch ploch je
toto vyklenut´ı realizova´no zmeˇnou dvou tecˇny´ch vektor˚u v okol´ı prˇ´ıslusˇne´ho vrcholu.
Hladke´ a spojite´ navazova´n´ı Fergusonovy´ch ploch zajist´ıme stejny´mi hodnotami ve dvou
sloupc´ıch nebo rˇa´dc´ıch matic dany´ch ploch.
3.3 Be´zierova plocha
Be´zierovy plochy jsou snadno diferencovatelne´, jednodusˇe a intuitivneˇ se modeluj´ı a re-
lativneˇ snadno se vypocˇ´ıta´va´ pr˚usecˇ´ık s paprskem. Jsou specia´ln´ım prˇ´ıpadem NURBS
ploch.
Be´zierova bikubicka´ plocha je dvojrozmeˇrny´m zobecneˇn´ım Be´zierovy kubiky. Jej´ı pa-
rametrizace je:
Q(r, s) =
3∑
i=0
3∑
j=0
PijBi(r)Bj(s); r, s ∈ 〈0; 1〉, (18)
B0(t) = (1− t)3, B1(t) = 3t(1− t)2, B2(t) = 3t2(1− t), B3(t) = t3. (19)
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Obr.16: Be´zierova bikubicka´ plocha
Vyja´drˇ´ıme-li rovnici (15) maticoveˇ, dostaneme tvar:
Q(r, s) =
(
B0(r) B1(r) B2(r) B3(r)
)
P00 P01 P02 P03
P10 P11 P12 P13
P20 P21 P22 P23
P30 P31 P32 P33


B0(s)
B1(s)
B2(s)
B3(s)
 . (20)
Polynomy Bi(t)jsou stejne´ jak u Be´zierovy kubiky. Body Pij jsou rˇ´ıd´ıc´ı body plochy
a tvorˇ´ı tzv. rˇ´ıd´ıc´ı polygon, pomoc´ı neˇhozˇ plochu tvarujeme.
Hrany rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu vycha´zej´ıc´ı z bod˚u P00, P03, P30, P33 jsou tecˇny plochy
ve smeˇru sourˇadny´ch os a okraje plochy jsou tvorˇeny Be´zierovy´mi kubikami. Pokud po-
lygon zada´me tak, zˇe ztotozˇn´ıme body na neˇktere´m jeho okraji, prˇejde tento okraj v bod
a dosta´va´me plochu ”troju´heln´ıkovou”.
Obr.17: Be´zierova bikubicka´ plocha ”troju´heln´ıkova´”
Jednou z vy´hod teˇchto technicky´ch ploch je jednoduchost sestavova´n´ı velky´ch ploch
z jednotlivy´ch mensˇ´ıch ploch. U Be´zierovy´ch ploch velmi jednodusˇe spln´ıme podmı´nku
v technicke´ praxi vyzˇadovanou - hladkost a spojitost i se svy´mi minima´lneˇ prvn´ımi
parcia´ln´ımi derivacemi. Zarˇ´ıd´ıme to spolecˇny´m okrajem rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu. Prˇ´ıcˇne´ hrany
sousedn´ıch polygon˚u mus´ı lezˇet na te´zˇe prˇ´ımce. Okrajove´ hrany tak mus´ı tvorˇit spole-
cˇnou tecˇnu obou ploch. Tuto podmı´nku spln´ıme nejjednodusˇeji tak, zˇe krajn´ı body druhe´
plochy zada´me strˇedoveˇ soumeˇrne´ s krajn´ımi body prvn´ı plochy podle bod˚u spolecˇne´ho
okraje.
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Obr.18: Spojen´ı dvou Be´zierovy´ch bikubicky´ch ploch
Obecna´ Be´zierova plocha vznikne zobecneˇn´ım Be´zierovy bikubicke´ plochy. Jej´ı rovnici
obdrzˇ´ıme rozsˇ´ıˇren´ım matice rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u z 4×4 na m×n; m,n ≥ 4 a kubicke´ bernsteinovy
polynomy nahrad´ıme polynomy obecny´mi:
Q(r, s) =
n∑
i=0
m∑
j=0
PijB
n
i (r)B
m
j (s); r, s ∈ 〈0; 1〉, (21)
Bki (t) =
(
k
i
)
ti(1− t)k−i, i = 0, 1, ..., k. (22)
Kazˇdy´ bodQ(r, s) Be´zierovy plochy je podobneˇ jako u Be´zierovy´ch krˇivek afinn´ı kombinac´ı
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u (dle konce kap. 1.2). Be´zierova plocha lezˇ´ı cela´ v konvexn´ı oba´lce svy´ch
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Zmeˇnou polohy jedine´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu zmeˇn´ıme cely´ tvar Be´zierovy plochy.
Obr.19: Obecna´ Be´zierova plocha
Raciona´ln´ı Be´zierova plocha je trojrozmeˇrny´m zobecneˇn´ım raciona´ln´ı Be´zierovy krˇivky.
Plocha je urcˇena parametrizac´ı:
Q(r, s) =
m∑
i=0
n∑
j=0
PijR
(mn)
ij (r, s); r, s ∈ 〈0; 1〉, (23)
R
(mn)
ij (r, s) =
wijB
(m)
i (r)B
(n)
j (s)∑m
i=0
∑n
j=0B
(m)
i (r)B
(n)
j (s)wij
, (24)
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kde wij jsou va´hy prˇiˇrazene´ jednotlivy´m rˇ´ıd´ıc´ım bod˚um. Va´hy maj´ı stejny´ vy´znam jako
u raciona´ln´ıch Be´zierovy´ch krˇivek. Jejich velikost urcˇuje vzda´lenost plochy od prˇ´ıslusˇny´ch
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. jsou-li vsˇechyn va´hy rovny jedne´, dosta´va´me obecnou Be´zierovu plochu.
3.4 Coonsova plocha
Coonsova plocha rˇ´ızena´ polygonem je zobecneˇn´ım Coonsovy kubiky. Parametrizace plochy
ma´ tvar:
Q(r, s) =
1
36
3∑
i=0
3∑
j=0
PijCi(r)Cj(s); r, s ∈ 〈0; 1〉, (25)
C0(t) = (1− t)3, C1(t) = 3t3 − 6t2 + 4, C2(t) = 3t3 + 3t2 + 3t+ 1, C3(t) = t3. (26)
Obr.20: Coonsova plocha rˇ´ızena´ polygonem
Pokud rovnici (22) nap´ıˇseme maticoveˇ, dostaneme tvar:
Q(r, s) =
(
C0(r) C1(r) C2(r) C3(r)
)
P00 P01 P02 P03
P10 P11 P12 P13
P20 P21 P22 P23
P30 P31 P32 P33


C0(s)
C1(s)
C2(s)
C3(s)
 , (27)
Rˇ´ıd´ıc´ı polygon jizˇ nen´ı tak na´zorny´ jako u plochy Be´zierovy. Coonsovy plochy vsˇak
patrˇ´ı v technicke´ praxi k nejpouzˇ´ıvaneˇjˇs´ım. jejich hlavn´ı vy´hoda je v jejich napojova´n´ı.
Vhodnou volbou rˇ´ıd´ıc´ıch polygon˚u jednotlivy´ch ploch mu˚zˇeme doc´ılit hladkosti druhe´ho
stupneˇ u vy´sledne´ plochy. Je tedy hladsˇ´ı nezˇ plocha slozˇena´ z Be´zierovy´ch ploch. Dane´
hladkosti u Coonsovy´ch ploch dosa´hneme t´ım, zˇe posledn´ı trˇi rˇady prvn´ıho rˇ´ıd´ıc´ıho po-
lygonu jsou shodne´ s prvn´ımi trˇemi rˇadami druhe´ho rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu. Oba polygony se
tak navza´jem liˇs´ı jen v jedne´ rˇadeˇ.
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Obr.21: Spojen´ı dvou Coonsovy´ch ploch
Coonsova plocha definovana´ okrajem je jednoznacˇneˇ urcˇena cˇtyrˇmi krˇivkami, ktere´
mus´ı tvorˇit jej´ı uzavrˇenou hranici. Pomoc´ı parametr˚u r, s urcˇ´ıme libovolny´ bod plochy
P (r, s). Bez u´jmy na obecnosti mu˚zˇeme prˇedpokla´dat, zˇe r, s ∈ 〈0; 1〉, nebot’ kazˇdou
plochu cˇi krˇivku lze parametrizovat tak, aby tato podmı´nka byla splneˇna. Je-li tedy plocha
da´na prˇedpisem P (r, s); r, s ∈ 〈0; 1〉, pak pro jednotlive´ okrajove´ krˇivky jsou splneˇny
podmı´nky:
prvn´ı krˇivka: s = 0 ∧ r ∈ 〈0; 1〉,
druha´ krˇivka: r = 1 ∧ s ∈ 〈0; 1〉,
trˇet´ı krˇivka: s = 1 ∧ r ∈ 〈0; 1〉,
cˇtvrta´ krˇivka: r = 0 ∧ s ∈ 〈0; 1〉.
Oznacˇme tedy prˇedpisy pro zna´me hranicˇn´ı krˇivky symbolicky Pr0, P1s, Pr1, P0s.
Nezna´my´ prˇedpis pro plochu je P (r, s), rohy plochy tvorˇ´ı body P00, P10, P11, P01. Tato
plocha ma´ rovnici:
(
1− r −1 r )
 P00 P0s P01Pr0 Prs Pr1
P10 P1s P11
 1− s−1
s
 = 0.
Pokud z dane´ rovnice vyja´drˇ´ıme P (r, s), dostaneme:
Prs = −P00(1− r)(1− s) + Pr0(1− s)− P10r(1− s) + P0s(1− r) + P1sr− (28)
−P01(1− r)s+ Pr1s− P11rs.
Dosta´va´me tak explicitn´ı parametricke´ vyja´drˇen´ı plochy, ktere´ je trˇeba jizˇ jen trˇikra´t
rozepsat do jednotlivy´ch sourˇadnic.
Okraje plochy jsou rovinne´ krˇivky, ktere´ mus´ı by´t navrzˇeny tak, aby na sebe v prostoru
navazovaly. jejich prostorove´ rozmı´steˇn´ı nad stranami cˇtverce bude da´no t´ım, zˇe budou
”prˇicˇ´ıta´ny spra´vny´m smeˇrem” k roh˚um plochy.
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Obr.22: Coonsova plocha definovana´ okrajem
Jestlizˇe dveˇ protilehle´ okrajove´ krˇivky budou prˇ´ımky, dosta´va´me specia´ln´ı prˇ´ıpad plo-
chy urcˇenou okrajem - plochu prˇ´ımkovou. Obecneˇ nemus´ı mı´t bilinea´rn´ı plochy cˇtvercovy´
p˚udorys. Hranicˇn´ı krˇivky dokonce nemus´ı by´t ani rovinne´. Konstrukce teˇchto ploch je
vsˇak poneˇkud obt´ızˇneˇjˇs´ı.
3.5 B-splajn plocha
B-splajn plochy jsou zobecneˇn´ım B-splajn krˇivek. Velice snadno se navazuj´ı a jsou proto
pro modelova´n´ı daleko vy´hodneˇjˇs´ı nezˇ Fergusonovy a Be´zierovy plochy. B-splajn plochy n-
te´ho stupneˇ zarucˇuj´ı Cn−1 spojitost ve vsˇech svy´ch bodech a nen´ı nutne´ omezovat neˇktere´
jejich rˇ´ıd´ıc´ı body vneˇjˇs´ımi podmı´nkami jako v prˇ´ıpadeˇ Be´zierovy´ch ploch.
Prˇi zmeˇneˇ jedine´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu meˇn´ıme tvar vzˇdy jen cˇa´sti B-splajn plochy. Nava-
zuj´ıc´ı B-splajn plochu definujeme m × (n − 1) body prˇedchoz´ı plochy a prˇida´me pouze
m dalˇs´ıch bod˚u. Jednotlive´ plochy se tak prˇekry´vaj´ı. Proto prˇi zmeˇneˇ jednoho bodu
ovlivnˇujeme v´ıce ploch, ktery´m tento bod na´lezˇ´ı. Pocˇet ovlivneˇny´ch ploch za´vis´ı na zvo-
lene´m stupni ba´zovy´ch polynomu˚ obdobneˇ jako prˇi modelova´n´ı B-splajn krˇivek.
B-splajn plocha lezˇ´ı cela´ v konvexn´ı oba´lce svy´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Plocha obecneˇ ne-
procha´z´ı krajn´ımi body rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ. Toho lze doc´ılit na´sobnost´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a u ne-
uniformn´ıch ploch na´sobnost´ı uzl˚u. B-splajn plochy jsou invariantn´ı v˚ucˇi ota´cˇen´ı, posunut´ı,
zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka a zkosen´ı.
Nejjednodusˇsˇ´ı B-splajn plochou je bikubicka´ B-splajn plocha - neraciona´ln´ı a neuni-
formn´ı. Pouzˇ´ıva´ se ve slozˇiteˇjˇs´ıch modelovac´ıch programech. Jej´ı jedinou vy´hodou oproti
Be´zieroveˇ plosˇe je spojitost C2 bez nutnosti zada´vat neˇjake´ vneˇjˇs´ı omezuj´ıc´ı podmı´nky
na polohu rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
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4 NURBS krˇivky a plochy
NURBS - Non Uniform Rational B-Spline, je zobecneˇn´ım B-splajn˚u. Co je uniformn´ı
B-splajn jsme si jizˇ rˇ´ıkali v kapitole 2.3. Neuniformn´ı B-splajn je tedy B-splajn jehozˇ
uzlovy´ vektor obsahuje asponˇ jednu dvojici ti, ti+1, jej´ızˇ vzda´lenost se liˇs´ı od ostatn´ıch.
Racionalita znamena´, zˇe ke kazˇde´mu bodu je prˇiˇrazena jeho va´ha. Ta urcˇuje jakou si-
lou bude bod p˚usobit na tvar krˇivky resp. plochy. Pokud maj´ı vsˇechny body va´hu kon-
stantn´ı, pak se jedna´ o B-splajn krˇivku resp. plochu. Prˇida´n´ım vah k bod˚um, ktere´ nejsou
pro vsˇechny body konstantn´ı, se dosta´va´me do projektivn´ıho prostoru. Mu˚zˇeme zde take´
prˇesneˇ zada´vat kuzˇelosecˇkove´ oblouky narozd´ıl od jiny´ch dosud zna´my´ch krˇivek.
NURBS jsou specia´ln´ı aproximacˇn´ı krˇivky a plochy, ktere´ jsou da´ny rˇ´ıd´ıc´ımi body
a ba´zovy´mi B-splajn funkcemi. Dı´ky sve´ konstrukci mohou by´t modifikova´ny do obecny´ch
tvar˚u.
4.1 NURBS krˇivka
Pokud ma´me m+1 rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Pi a k nim m+1 kladny´ch rea´lny´ch cˇ´ısel wi - vah a uzlovy´
vektor t = (t0, ..., tn+m+1), kde n je stupenˇ krˇivky, pak NURBS krˇivka je definova´na
vztahem:
Q(t) =
∑m
i=0wiPiN
n
i (t)∑m
i=0wiN
n
i (t)
, (29)
kde t ∈ 〈tn, tm+1〉 a Nni (t) jsou ba´zove´ B-splajn funkce.
Jestlizˇe oznacˇ´ıme:
Rni (t) =
wiN
n
i (t)∑m
i=0wiN
n
i (t)
, (30)
pak mu˚zˇeme NURBS krˇivky zapisovat vztahem:
Q(t) =
m∑
i=0
PiR
n
i (t). (31)
Jak jsme si jizˇ rˇekli, tak prˇida´n´ım va´hy r˚uzne´ od 1 k bod˚um se dosta´va´me do projek-
tivn´ıho rozsˇ´ıˇrene´ho prostoru. Na na´sleduj´ıc´ım obra´zku je zna´zorneˇne´ projektivn´ı rozsˇ´ıˇren´ı
roviny do prostoru.
Obr.23: Projektivn´ı rozsˇ´ırˇen´ı roviny
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Vlastn´ı body NURBS krˇivky v projektivn´ı rovineˇ jsou da´ny trˇemi sourˇadnicemi, ktere´
urcˇuj´ı sourˇadnice bod˚u euklidovske´ roviny a va´hu bodu. Naprˇ´ıklad projektivn´ı bod (6, 3, 3)
urcˇuje euklidovsky´ bod (2, 1) s va´hou 3.
Vlastn´ı body prostorove´ krˇivky jsou reprezentova´ny cˇtyrˇmi homogenn´ımi sourˇadni-
cemi (x′i, y
′
i, z
′
i, wi), ktere´ odpov´ıdaj´ı euklidovsky´m bod˚um (xi, yi, zi) =
(
x′i
wi
,
y′i
wi
,
z′i
wi
)
, kde
wi znacˇ´ı va´hu dane´ho bodu.
Va´hovy´ vektor tvorˇ´ı posloupnost kladny´ch rea´lny´ch cˇ´ısel. Jeho de´lku uda´va´ pocˇet
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u (kazˇdy´ bod ma´ svou va´hu). Pokud maj´ı vsˇechny body stejnou va´hu, je
va´hovy´ vektor posloupnost (1, 1, ..., 1). Jestlizˇe va´ha bodu lezˇ´ı v intervalu (0, 1), pak
prˇ´ıslusˇny´ bod ma´ mensˇ´ı vliv nezˇ bod s va´hou 1. Pokud ma´ dany´ bod va´hu veˇtsˇ´ı jak
1, zvysˇuje se jeho vliv a vy´sledna´ krˇivka se k tomuto bodu v´ıce prˇiblizˇuje.
Obr.24: Vliv va´hy na tvar krˇivky
Kuzˇelosecˇkove´ oblouky
V u´vodu jsme zmı´nili, zˇe u NURBS krˇivek mu˚zˇeme prˇesneˇ zada´vat kuzˇelosecˇkove´
oblouky. Ty z´ıska´me pokud da´me stupenˇ krˇivky roven dveˇma (jde o kvadraticke´ krˇivky),
budeme mı´t trˇi rˇ´ıd´ıc´ı body P0, P1, P2, jejich va´hovy´ vektor je tvaru (1, w1, 1) a uzlovy´
vektor (0, 0, 0, 1, 1, 1).
Pro dosazen´ı do vzorce (15) tedy ma´me m = 2 a n = 2. Z uzlove´ho vektoru si spocˇteme
vsˇechny potrˇebne´ B-splajn funkce a to ze vzorc˚u (13), (14). Ty na´m vyjdou na´sledovneˇ:
N00 (t) = N
0
1 (t) = N
0
3 (t) = N
0
4 (t) = 0,
N02 (t) =
{
1 pro t ∈ 〈0, 1),
0 jinde.
Z nich dostaneme:
N10 (t) = N
1
3 (t) = 0,
N11 (t) =
{
1− t pro t ∈ 〈0, 1),
0 jinde.
N12 (t) =
{
t pro t ∈ 〈0, 1),
0 jinde.
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Pomoc´ı nich uzˇ spocˇteme B-splajn funkce pro dosazen´ı do vzorecˇku:
N20 (t) =
{
(1− t)2 pro t ∈ 〈0, 1),
0 jinde,
N21 (t) =
{
2t(1− t) pro t ∈ 〈0, 1),
0 jinde,
N22 (t) =
{
t2 pro t ∈ 〈0, 1),
0 jinde.
A nyn´ı jizˇ mu˚zˇeme vsˇe dosadit:
Q(t) =
P0(1− t)2 + w1P12t(1− t) + P2t2
(1− t)2 + w12t(1− t) + t2 , t ∈ 〈0, 1) (32)
T´ım jsme dostali rovnici kuzˇelosecˇky zadanou jako NURBS krˇivku. Je-li w0 = w2 = 1,
pak podle hodnoty va´hy w1 dosta´va´me jednotlive´ typy kuzˇelosecˇkovy´ch oblouk˚u:
w1 < 1 elipticky´ oblouk,
w1 = 1 parabolicky´ oblouk,
w1 > 1 hyperbolicky´ oblouk.
Obr.25: Elipticky´, parabolicky´ a hyperbolicky´ oblouk
Protozˇe je kruzˇnice zvla´sˇtn´ım prˇ´ıpadem elipsy, vhodny´m urcˇen´ım va´hy w1 mu˚zˇeme
z elipticke´ho oblouku z´ıskat kruzˇnicovy´ oblouk. Da´ se odvodit, zˇe w1 = cos
α
2
, kde α je
strˇedovy´ u´hel kruzˇnicove´ho oblouku. Prˇi zada´va´n´ı kruzˇnicove´ho oblouku mus´ı nav´ıc rˇ´ıd´ıc´ı
body tvorˇit rovnoramenny´ troju´heln´ık P0P1P2, kde |P0P1| = |P1P2|.
Obr.26: Kruzˇnicovy´ oblouk
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Kruzˇnici mu˚zˇeme sestrojit jako cˇtyrˇi kruzˇnicove´ oblouky o strˇedovy´ch u´hlech α = 90◦.
Zada´va´me tak deveˇt rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Jestlizˇe umı´st´ıme strˇed kruzˇnice do bodu [0, 0] a bude
o polomeˇru r = 1, pak budeme mı´t na´sleduj´ıc´ı rˇ´ıd´ıc´ı body:
[−1, 0], [−1, 1], [0, 1], [1, 1], [1, 0], [1,−1], [0,−1], [−1,−1][−1, 0].
Uzlovy´ vektor bude mı´t tvar t =
(
0, 0, 0, 1
4
, 1
4
, 1
2
, 1
2
, 3
4
, 3
4
, 1, 1, 1
)
a va´hovy´ vektor bude w =
=
(
1,
√
2
2
, 1,
√
2
2
, 1,
√
2
2
, 1,
√
2
2
, 1
)
.
Obr.27: Kruzˇnice jako NURBS krˇivka
4.2 NURBS plocha
Neuniformn´ı raciona´ln´ı B-splajn plochy jsou zobecneˇn´ım B-splajn ploch a prˇedstavuj´ı dnes
pr˚umyslovy´ standard v geometricke´m modelova´n´ı. NURBS umozˇnˇuj´ı definovat sˇirokou
trˇ´ıdu ploch, mezi ktere´ patrˇ´ı jak volneˇ tvarovatelne´ plochy na ba´zi raciona´ln´ıch polynomu˚,
tak i plochy zalozˇene´ na prˇ´ımka´ch, kuzˇelosecˇka´ch apod.
NURBS plocha je da´na s´ıt´ı (q+1)(r+1) kontroln´ıch bod˚u Pij, kde 0 ≤ i ≤ q, 0 ≤ j ≤
≤ r. Da´le ma´me (q + 1)(r + 1) kladny´ch rea´lny´ch cˇ´ısel wij, jenzˇ nazy´va´me va´hy. Stupenˇ
plochy pro rˇa´dky je m a pro sloupce n. Rˇa´dkovy´ uzlovy´ vektor je u = (u0, ..., um+q+1),
sloupcovy´ uzlovy´ vektor je v = (v0, ..., vn+r+1). NURBS plocha je pak urcˇena rovnic´ı:
Q(u, v) =
∑q
i=0
∑r
j=0wijPijN
m
i (u)N
n
j (v)∑q
i=0
∑r
j=0wijN
m
i (u)N
n
j (v)
, (33)
kde (u, v) ∈ 〈u0, um+q+1)×〈v0, vn+r+1), Nmi (u) a Nnj (v) jsou ba´zove´ B-splajn funkce urcˇene´
vztahy (13), (14).
Mu˚zˇeme zde vyuzˇ´ıt zjednodusˇeny´ za´pis pomoc´ı raciona´ln´ı B-splajn ba´ze:
Rji (u, v) =
wijN
m
i (u)N
n
j (v)∑q
k=0
∑r
l=0wklN
m
k (u)N
n
l (v)
. (34)
Z´ıska´me tak zkra´ceny´ tvar:
Q(u, v) =
q∑
i=0
r∑
j=0
PijR
j
i (u, v). (35)
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Obr.28: NURBS plocha
NURBS plochy maj´ı vlastnosti prˇenesene´ z NURBS krˇivek rozsˇ´ıˇrene´ do prostoru. Patrˇ´ı
sem:
• neza´pornost B-splajn funkc´ı,
• ∑qi=0∑rj=0Nmi (u)Nnj (v) = 1 pro libovolne´ (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈0, 1),
• body NURBS plochy lezˇ´ı v konvexn´ım obalu s´ıteˇ rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u,
• zmeˇna polohy libovolne´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu nebo va´hy zmeˇn´ı tvar plochy pouze na prˇ´ı-
slusˇne´m intervalu 〈ui, ui+m+1)× 〈vj, vj+n+1),
Obr.29: Vliv va´hy na tvar plochy
• krˇivka S(u, v) ma´ Cm−k, resp. Cn−l spojite´ parcia´ln´ı derivace v bodeˇ odpov´ıdaj´ıc´ımu
parametru u, resp. v, je-li na´sobnost uzlu u, resp. v rovna k, resp. l,
• NURBS plocha je invariantn´ı v˚ucˇi projektivn´ım transformac´ım, cozˇ znamena´, zˇe
nen´ı nutne´ zobrazovat vsˇechny body plochy, ale prˇi projektivn´ıch transformac´ıch
stacˇ´ı zobrazit pouze rˇ´ıd´ıc´ı body,
• Be´zierova plocha je specia´ln´ım prˇ´ıpadem NURBS plochy v prˇ´ıpadeˇ, zˇe pocˇet bod˚u
v rˇa´dku je roven rˇa´dkove´mu stupni m, pocˇet bod˚u ve sloupci je roven sloupcove´mu
stupni n a uzlove´ vektory jsou tvaru u = (0, ..., 0, 1, ...1), kde 0 i 1 jsou m+ 1 kra´t,
a v = (0, ..., 0, 1, ...1), kde 0 i 1 jsou n+ 1 kra´t.
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4.3 NURBS plochy jako tenzorovy´ soucˇin
V soucˇasne´ literaturˇe zaby´vaj´ıc´ı se touto problematikou se cˇasto objevuje mysˇlenka se-
strojit NURBS plochy jako tenzorovy´ soucˇin NURBS krˇivek. Plocha je definova´na jako
vycˇ´ıslitelna´ funkce dvou parametr˚u u a v popisuj´ıc´ı zobrazen´ı rovinne´ oblasti do eukli-
dovske´ho trojrozmeˇrne´ho prostoru, ktere´ je forma´lneˇ zapsa´no jako
Q(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) =
m∑
i=0
n∑
j=0
fi(u)gj(v)aij, (36)
kde
aij = (xij, yij, zij); 0 ≤ u, v ≤ 1.
Funkce fi, gj jsou ba´zove´ funkce. Takto sestrojena´ NURBS plocha by´va´ oznacˇova´na jako
”tensor product surface”, tj. ”povrch vytvorˇeny´ tenzorovy´m soucˇinem”.
Rovnice (36) definuje zobrazen´ı do euklidovske´ho prostoru. Q(u, v) je bod tohoto pro-
storu, fi, gj jsou ba´zove´ funkce bl´ızˇe nespecifikovane´ho funkciona´ln´ıho prostoru a aij jsou
rˇ´ıd´ıc´ı body plochy, tj. prvky euklidovske´ho prostoru, nebo jejich polohove´ vektory, tj.
prvky zameˇrˇen´ı euklidovske´ho prostoru, do ktere´ho se ma´ tato funkce zobrazovat. Toto
volne´ zacha´zen´ı s matematickou symbolikou znacˇneˇ zteˇzˇuje pochopen´ı podobny´ch text˚u
a komplikuje vy´zkum v te´to oblasti.
NURBS krˇivka popsana´ rovnic´ı (29) nemu˚zˇe vystupovat v tenzorove´m soucˇinu, nebot’
ji nelze zapsat jako linea´rn´ı kombinaci ba´zovy´ch funkc´ı Nni (t). Ve snaze tenzorovy´ soucˇin
”zachra´nit” by´vaj´ı tyto krˇivky cˇasto psa´ny ve tvaru linea´rn´ı kombinace (31). Cozˇ mu˚zˇeme
rozepsat do sourˇadnic:
qk(t) =
m∑
i=0
pikR
n
i (t); k = 1, 2, ..., d. (37)
Za ba´zove´ funkce jsou pak prohlasˇova´ny funkce Rni (t) dane´ vztahem (30), cˇ´ımzˇ se vsˇak
podstata veˇci da´le zatemnˇuje.
Uka´zˇeme, zˇe NURBS krˇivky jsou tvorˇeny stejny´mi ba´zovy´mi funkcemi jako B-splajn
krˇivky:
Necht’ Pi = [pi1; pi2; . . . ; pid] ∈ Ed je bod d-rozmeˇrne´ho euklidovske´ho prostoru Ed.
Rovnici B-splajn krˇivky (12) pak mu˚zˇeme rozepsat do d rovnic tvaru:
qk(t) =
m∑
i=0
pikN
n
i (t); k = 1, 2, ..., d, (38)
kde opeˇt Q = [q1; q2; . . . ; qd] ∈ Ed. V projektivn´ım rozsˇ´ıˇren´ı Ed prostoru Ed odpov´ıdaj´ı
euklidovsky´m bod˚um Q,Pi ∈ Ed vlastn´ı body Q,P i ∈ Ed, jejichzˇ aritmeticˇt´ı za´stupci
jsou tvaru:
P i = (pi1; pi2; . . . ; pid; pd+1) = wi(pi1; pi2; . . . ; pid; 1) = (wipi1;wipi2; . . . ;wipid;wi), (39)
kde wi ∈ R.
Q = (q1; q2; . . . ; qd; qd+1) = wd+1(q1; q2; . . . ; qd; 1) = (wd+1q1;wd+1q2; . . . ;wd+1qd;wd+1),
(40)
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kde wd+1 ∈ R. V projektivn´ım rozsˇ´ıˇren´ı Ed ma´ rovnice (38) stejny´ tvar, tj.
qk(t) =
m∑
i=0
pikN
n
i (t) =
m∑
i=0
wipikN
n
i (t); k = 1, 2, ..., d. (41)
Posledn´ı homogenn´ı sourˇadnici bodu krˇivky lze podle vztahu (41) psa´t ve tvaru linea´rn´ı
kombinace ba´zovy´ch funkc´ı Nn0 , N
n
1 , ..., N
n
m, kde w0, w1, ..., wm jsou koeficienty linea´rn´ı
kombinace:
qd+1 =
m∑
i=0
wiN
n
i . (42)
NURBS krˇivka ma´ tedy stejne´ ba´zove´ funkce jako B-splajn. Jediny´ rozd´ıl je v tom,
zˇe rovnice (38) popisuje vztah mezi sourˇadnicemi karte´zsky´mi, kdezˇto v (41) vystupuj´ı
sourˇadnice homogenn´ı.
Bod Q krˇivky tak lze psa´t ve tvaru:
Q = (q1; q2; . . . ; qd; qd+1) =
(
m∑
i=0
wipi1N
n
i ;
m∑
i=0
wipi2N
n
i ; . . . ;
m∑
i=0
wipidN
n
i ;
m∑
i=0
wiN
n
i
)
.
(43)
Homogenn´ı sourˇadnice vlastn´ıho bodu Q mu˚zˇeme psa´t ve tvaru:
Q =
(
q1
qd+1
;
q2
qd+1
; . . . ;
qd
qd+1
; 1
)
. (44)
Dosad´ıme-li do vztahu (43) z rovnice (41), dostaneme pro jednotlive´ sourˇadnice bodu Q
”raciona´ln´ı za´pis”:
qk(t) =
∑m
i=0wipikN
n
i (t)∑m
i=0wiN
n
i (t)
; k = 1, 2, ..., d, (45)
cozˇ je rovnice (29) rozepsana´ do sourˇadnic.
Ota´zkou z˚usta´va´, jak geometricky interpretovat koeficienty wi. Pocˇa´tecˇn´ı motivac´ı pro
vznik NURBS krˇivek bylo ”osvobozen´ı” uzˇivatel˚u CAD syste´mu od matematiky. Generuje-
li naprˇ´ıklad uzˇivatel krˇivku pomoc´ı bod˚u P0, P1, P2, ktery´m prˇiˇrad´ı va´hy w0 = w2 =
= 1 a va´hu prostrˇen´ıho bodu bude postupneˇ zvysˇovat, mu˚zˇe rˇ´ıci pouze to, zˇe je krˇivka
k tomu bodu s nar˚ustaj´ıc´ı va´hou ”v´ıce prˇitahova´na” tak, jak se i docˇteme ve veˇtsˇineˇ
pramen˚u z veˇdy o pocˇ´ıtacˇ´ıch. Matematik vsˇak mu˚zˇe rˇ´ıci mnohem v´ıc - je to krˇivka druhe´ho
stupneˇ s uzlovy´m vektorem t = (0, 0, 0, 1, 1, 1). Jak jsme si jizˇ uva´deˇli v podkapitole
o kuzˇelosecˇka´ch, tak take´ podle hodnoty va´hy doka´zˇe matematik urcˇit, zda jde o oblouk
elipsy, paraboly cˇi hyperboly.
NURBS krˇivky jsou projektivneˇ invariantn´ı, cozˇ v tomto prˇ´ıpadeˇ znamena´, zˇe zmeˇna
polohy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u nemeˇn´ı typ kuzˇelosecˇky. Ten je ovlivneˇn jen va´hami. Nejsou to
tedy rˇ´ıd´ıc´ı body, ale va´hy, ktere´ rozhoduj´ı o geometricke´ povaze krˇivky. Vektor vah w =
= (w0, w1, ..., wm) mu˚zˇeme tedy nazvat charakteristicky´m vektorem krˇivky.
Koeficienty w0, w1, ..., wm je tedy trˇeba cha´pat jako va´hy ba´zovy´ch funkc´ı a ne jako
va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Kazˇdy´ vektor vah w = (w0, w1, ..., wm) tedy urcˇuje mnozˇinu projek-
tivneˇ invariantn´ıch krˇivek, ktere´ se liˇs´ı jen svy´mi rˇ´ıd´ıc´ımi body. Tyto vektory vah mu˚zˇeme
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forma´lneˇ scˇ´ıtat a na´sobit skala´rem tak, jako kazˇde´ jine´ usporˇa´dane´ m + 1-tice rea´lny´ch
cˇ´ısel a vsˇechny tyto vektory tvorˇ´ı m+ 1 rozmeˇrny´ vektorovy´ prostor.
Mı´sto vektoru w = (w0, w1, ..., wm) uvazˇujeme vektor kw = (kw0, kw1, ..., kwm); k 6= 0.
Dosad´ıme-li tento vektor do (39), (40), (41), (42), obdrzˇ´ıme pro karte´zske´ sourˇadnice (43)
vlastn´ıch bod˚u NURBS krˇivky tyte´zˇ hodnoty jako v prˇ´ıpadeˇ vektoru w. To znamena´, zˇe
kazˇde´ dveˇ krˇivky, jejichzˇ charakteristicky´ vektor je tvaru kw = (kw0, kw1, ..., kwm); k 6= 0,
maj´ı stejnou ”geometrickou povahu” - jsou projektivneˇ invariantn´ı. Mnozˇina vsˇech vek-
tor˚u kw tvorˇ´ı jednorozmeˇrny´ podprostor prostoru Vm+1 a mnozˇina vsˇech teˇchto jedno-
rozmeˇrny´ch podprostor˚u je tedy projektivn´ım prostorem nad Vm+1 (dle zaveden´ı pojmu
projektivn´ı prostor v kap. 1.4).
Uvazˇujeme dva vektorove´ prostory Um+1, Vn+1. Naprˇ. pro m = 2 a n = 3 je Um+1
vektorovy´m prostorem kuzˇelosecˇkovy´ch oblouk˚u a Vn+1 prostorem Be´zierovy´ch kubik. Se-
stroj´ıme-li tenzorovy´ soucˇin teˇchto prostor˚u (dle cˇa´sti Tenzory v kap. 1.1), dostaneme
vektorovy´ prostor bilinea´rn´ıch forem, z nichzˇ kazˇda´ urcˇuje mnozˇinu projektivneˇ inva-
riantn´ıch ploch, jejichzˇ u-krˇivky tvorˇ´ı vzˇdy kuzˇelosecˇkovy´ oblouk a v-krˇivky Be´zierova
kubika.
Parametrizaci (33) NURBS ploch mu˚zˇeme podobneˇ jako parametrizaci NURBS krˇivek
rozepsat do sourˇadnic:
qk(u, v) =
∑q
i=0
∑r
j=0wijpijkN
m
i (u)N
n
j (v)∑q
i=0
∑r
j=0wijN
m
i (u)N
n
j (v)
; k = 1, 2, ..., d. (46)
V projektivn´ım rozsˇ´ıˇren´ı Ed prostoru Ed ma´ rovnice (46) tvar:
qk(u, v) =
q∑
i=0
r∑
j=0
wijpijkN
m
i (u)N
n
j (v); k = 1, 2, ..., d, (47)
qd+1(u, v) =
q∑
i=0
r∑
j=0
wijN
m
i (u)N
n
j (v). (48)
Tyto rovnice mu˚zˇeme psa´t ve tvaru (pro strucˇnost vynecha´va´me parametru u, v):
qk =
(
Nm0 N
m
1 . . . N
m
q
)
w00p00k w01p01k . . . w0rp0rk
w10p10k w11p11k . . . w1rp1rk
. . . . . . . . . . . .
wq0pq0k wq1pq1k . . . wqrpqrk


Nn0
Nn1
. . .
Nnr
 , (49)
kde k = 1, 2, ..., d,
qd+1 =
(
Nm0 N
m
1 . . . N
m
q
)
w00 w01 . . . w0r
w10 w11 . . . w1r
. . . . . . . . . . . .
wq0 wq1 . . . wqr


Nn0
Nn1
. . .
Nnr
 . (50)
Polozˇme
w0 = w˜0 =
√
w00; wi =
wi0
w0
; i = 1, 2, ..., q; w˜i =
w˜0j
w˜0
; j = 1, 2, ..., r.
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Rovnice (49) resp. (50) pak mu˚zˇeme psa´t ve tvaru:
qk =
(
w0N
m
0 w1N
m
1 . . . wqN
m
q
)
p00k p01k . . . p0rk
p10k w
∗
11p11k . . . w
∗
1rp1rk
. . . . . . . . . . . .
pq0k w
∗
q1pq1k . . . w
∗
qrpqrk


w˜0N
n
0
w˜1N
n
1
. . .
w˜rN
n
r
 , (51)
kde k = 1, 2, ..., d, resp.
qd+1 =
(
w0N
m
0 w1N
m
1 . . . wqN
m
q
)
1 1 . . . 1
1 w∗11 . . . w
∗
1r
. . . . . . . . . . . .
1 w∗q1 . . . w
∗
qr


w˜0N
n
0
w˜1N
n
1
. . .
w˜rN
n
r
 , (52)
kde w∗ij =
wij
wi ewj ; i = 1, 2, ..., q, j = 1, 2, ..., r.
Rovnici (52) mu˚zˇeme nazvat charakteristickou rovnic´ı NURBS plochy, matici typu
(q + 1)(r + 1) v te´to rovnici pak va´hovou matic´ı. Skala´rn´ı soucˇin rˇa´dkove´ho resp. sloup-
cove´ho vektoru ve vztahu (52) s prvn´ım sloupcem resp. rˇa´dkem charakteristicke´ matice
uda´va´ charakteristickou rovnici ”tvorˇ´ıc´ıch” NURBS krˇivek (u - krˇivek resp. v - krˇivek)
na NURBS plosˇe. Ostatn´ı rˇa´dky resp. sloupce charakteristicke´ matice spolu s prˇ´ıslusˇny´m
charakteristicky´m vektorem urcˇuj´ı dalˇs´ı ”vytva´rˇen´ı” plochy - urcˇuj´ı charakteristicke´ rov-
nice dalˇs´ıch u - krˇivek resp. v - krˇivek.
Pro kazˇdou usporˇa´danou dvojici (u, v) ∈ 〈a, b〉〈c, d〉 a kazˇde´ k = 1, 2, ..., d+ 1 jsou rov-
nice (51) a (52) bilinea´rn´ı formou a mnozˇina vsˇech teˇchto bilinea´rn´ıch forem je tenzorovy´
soucˇin vektorovy´ch prostoru Rm+1, Rn+1. Takto sestrojeny´ tenzorovy´ soucˇin vsˇak nema´
zˇa´dnou prˇ´ımou souvislost s ”tvorˇ´ıc´ımi krˇivkami” a zˇa´dnou bilinea´rn´ı formu nelze oznacˇit
za ”tensor product surface”.
Abychom plochu skutecˇneˇ ”vytvorˇili tenzorovy´m soucˇinem”, je trˇeba pracovat s vek-
torovy´mi prostory Nmu = 〈Nm0 ;Nm1 ; ...;Nmq 〉 a Nnv = 〈Nn0 ;Nn1 ; ...;Nnr 〉, ktere´ jsou gene-
rova´ny B-splajn funkcemi [Nm0 ;N
m
1 ; ...;N
m
q ] a [N
n
0 ;N
n
1 ; ...;N
n
r ] nad uzlovy´mi vektory u
a v. Prvky teˇchto prostor˚u jsou linea´rn´ı kombinace ba´zovy´ch funkc´ı tvaru (43) - tedy
mnozˇiny vza´jemneˇ projektivneˇ invariantn´ıch krˇivek (”abstraktn´ı krˇivky”). Sourˇadnice abs-
traktn´ı NURBS krˇivky Nmu jako vektoru prostoru N
m
u v ba´zi [N
m
0 ;N
m
1 ; ...;N
m
q ] jsou va´hy
wi; i = 0, 1, ..., q jednotlivy´ch ba´zovy´ch funkc´ı. Za´pisem krˇivky N
m
u jako vektoru v teˇchto
sourˇadnic´ıch je tedy jej´ı va´hovy´ vektor (w0;w1; ...;wq). Tenzorovy´m soucˇinem N
m
u ⊗ Nnv
vektorovy´ch prostor˚u Nmu a N
n
v vsˇech mnozˇin N
m
u a N
n
v projektivneˇ invariantn´ıch NURBS
krˇivek stupneˇ m resp. n nad uzlovy´m vektorem u a v je tedy podle vztahu (50) mnozˇina
vsˇech bilinea´rn´ıch forem tvaru:
g(Nmu ,N
n
v ) = qd+1 =
(
w0 w1 . . . wq
)︸ ︷︷ ︸
first curve

1 1 . . . 1
1 w∗11 . . . w
∗
1r
. . . . . . . . . . . .
1 w∗q1 . . . w
∗
qr


w˜0
w˜1
. . .
w˜r

︸ ︷︷ ︸
second curve
. (53)
Plocha je tedy vytvorˇena bilinea´rn´ı formou va´hovy´ch vektor˚u dvou krˇivek a va´hovou
matic´ı plochy. Tuto bilinea´rn´ı formu mu˚zˇeme nazvat va´hovou formou NURBS plochy.
Plochu vytvorˇenou podle rovnice (53) mu˚zˇeme prohla´sit za ”tensor product surface”.
Kazˇde´ dveˇ plochy, jejichzˇ charakteristicka´ rovnice resp. va´hova´ forma je stejna´ (nevad´ı
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ani nenulovy´ na´sobek), maj´ı opeˇt stejnou ”geometrickou povahu” a mu˚zˇeme ji povazˇovat
za rovnici ”abstraktn´ı” plochy. Je to mnozˇina vsˇech ploch, ktere´ lze jednu v druhou prˇeve´st
pomoc´ı projektivn´ı transformace. Rovnice (53) sama o sobeˇ nen´ı rovnic´ı zˇa´dne´ ”konkre´tn´ı”
plochy. K vy´beˇru konkre´tn´ıch reprezentant˚u slouzˇ´ı rˇ´ıd´ıc´ı body teˇchto ”abstraktn´ıch” ploch.
Obr.30: Tensor product surface
Budeme-li mı´t va´hovou formu naprˇ.:
g(N2,N2) =
(
1
√
2
2
1
) 1 1 11 w∗11 w∗12
1 w∗21 w
∗
22
 1√2
1
 , (54)
dostaneme plochu vzniklou jako soucˇin elipticke´ho oblouku
(
1,
√
2
2
, 1
)
a hyperbolicke´ho
oblouku
(
1,
√
2, 1
)
. Tyto dveˇ krˇivky popisuj´ı sousedn´ı okraje plochy. Zbyle´ dva okraje jsou
krˇivky s va´hovy´mi vektory
(
1,
√
2
2
w∗12, w
∗
22
)
a
(
1,
√
2w∗21, w
∗
22
)
. Dalˇs´ımi krˇivkami na plosˇe
jsou krˇivky urcˇene´ charakteristicky´mi vektory
(
1,
√
2
2
w∗11, w
∗
21
)
a
(
1,
√
2w∗11, w
∗
12
)
. Hladky´m
napojen´ım cˇtyrˇ oblouk˚u
(
1,
√
2
2
, 1
)
(podle za´veˇru kap. 4.1) vznikne elipsa, hladky´m na-
pojen´ım cˇtyrˇ ploch (54) vznikne jednod´ılny´ elipticky´ hyperboloid. Na obr. 31 je sestrojen
reprezentant formy (54) pro w∗11 = 1, 3, w
∗
12 = 0, 5, w
∗
21 = 0, 7, w
∗
22 = 1, 25 urcˇeny´
rˇ´ıd´ıc´ımi body P00 = [1;−1; 1], P01 = [0;−0, 3;−1], P02 = [−1;−1;−1], P10 = = [1; 0; 1],
P11 = [0; 0; 0], P12 = [−1; 0; 1], P20 = [1; 1;−1], P21 = [0; 0, 3;−1], P22 = = [−1; 1;−1].
Soucˇinem paraboly a u´secˇky dostaneme va´hovou formu:
g(N2,N1) =
(
1 1 1
) 1 11 1
1 1
( 1
1
)
. (55)
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Jsou-li rˇ´ıd´ıc´ı body Pij; i = 0, 1; j = 0, 1, 2 voleny tak, zˇe vektory P1j − P0j = vj jsou
kolinea´rn´ı, dosta´va´me parabolickou va´lcovou plochu. Pokud jsou tyto vektory r˚uznobeˇzˇne´,
dostaneme parabolickou kuzˇelovou plochu.
Obr.31: NURBS plocha z elipsy a hyperboly
Obr.32: NURBS plocha z paraboly a u´secˇky
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5 Kuzˇelosecˇky a NURBS plochy
Pro na´zorneˇjˇs´ı uka´zku dane´ te´matiky jsem vytvorˇila program Kuzˇelosecˇky a program
NURBS.
Program Kuzˇelosecˇky, jak uzˇ jeho na´zev napov´ıda´, se zaby´va´ oblouky kuzˇelosecˇek.
Umozˇnˇuje zvolit uzˇivateli, zda chce elipticky´, parabolicky´ cˇi hyperbolicky´ oblouk. U elip-
ticke´ho a hyperbolicke´ho oblouku je mozˇnost nastaven´ı va´hy prostrˇedn´ıho bodu (krajn´ı
body maj´ı automaticky va´hu 1, aby sˇlo o kuzˇelosecˇky). Va´ha zada´vana´ do programu je
vyna´sobena stem pro lepsˇ´ı zada´va´n´ı zejme´na elipticky´ch oblouk˚u.
Obr.33: Ovla´dac´ı panel programu Kuzˇelosecˇky
Protozˇe va´ha prostrˇedn´ıho bodu v prˇ´ıpadeˇ, zˇe chceme kruzˇnici, nelze zadat prˇesneˇ
(w1 =
√
2
2
), je zde vytvorˇeno zasˇkrta´vac´ı pol´ıcˇko Kruzˇnice. Program toto zasˇkrtnut´ı bere
v u´vahu jen tehdy, je-li za´rovenˇ zatrzˇeno i pole Elipticky´ oblouk. Pokud si uzˇivatel zvol´ı
na kresl´ıc´ı plosˇe trˇi body, vykresl´ı se mu aktua´lneˇ zatrzˇeny´ oblouk. Pokud nyn´ı zvol´ı jiny´
oblouk nebo u zvolene´ho elipticke´ho cˇi hyperbolicke´ho oblouku zmeˇn´ı va´hu prostrˇedn´ıho
bodu a da´ Prˇekresli, pak se mu vykresl´ı noveˇ zvoleny´ oblouk s p˚uvodn´ımi rˇ´ıd´ıc´ımi body.
Na na´sleduj´ıc´ım obra´zku mu˚zˇeme videˇt jako prvn´ı elipticky´ oblouk, vedle kruzˇnicovy´
oblouk, da´le je parabolicky´ oblouk a vedle neˇj hyperbolicky´ oblouk. Vpravo pak mu˚zˇeme
videˇt srovna´n´ı prˇedesˇly´ch oblouk˚u (pro nove´ rˇ´ıd´ıc´ı body ale stejne´ va´hy prostrˇedn´ıho
bodu) vytvorˇene´ pomoc´ı tlacˇ´ıtka Prˇekresli.
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Obr.34: Jednoduche´ oblouky kuzˇelosecˇek
Kromeˇ druhu oblouku kuzˇelosecˇky mu˚zˇe uzˇivatel meˇnit i to, zda chce jednoduchy´
oblouk, nava´zane´ oblouky, uzavrˇene´ oblouky nebo konkre´tn´ı kuzˇelosecˇky. Mozˇnost Jed-
noduchy´ oblouk umozˇn´ı vykreslit pouze krˇivku se trˇemi rˇ´ıd´ıc´ımi body - za´kladn´ı oblouky.
Uzavrˇene´ oblouky vyzˇaduj´ı zada´n´ı trˇ´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u prvn´ıho oblouku, ke ktere´mu pak
dokresl´ı dalˇs´ı trˇi oblouky tak, aby se dana´ krˇivka uzavrˇela a ve vsˇech bodech byla spojita´
i se svy´mi prvn´ımi a druhy´mi derivacemi. Prˇi zada´va´n´ı te´to krˇivky vy´razneˇ ovlivnˇuje
vy´sledny´ tvar poloha rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u - to jak jsou vza´jemneˇ umı´steˇny v sourˇadne´m syste´mu,
jaky´ u´hel sv´ıra´ spojnice prvn´ıho a druhe´ho bodu se spojnic´ı druhe´ho a trˇet´ıho bodu
a vzda´lenost teˇchto bod˚u od sebe.
Obr.35: Uzavrˇene´ oblouky
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Nava´zane´ oblouky umı´ nadpojovat p˚uvodn´ı krˇivku se trˇemi rˇ´ıd´ıc´ımi body a to tak,
zˇe vy´sledna´ krˇivka je spojita´ i se svy´mi prvn´ımi i druhy´mi derivacemi. Toho je doc´ıleno
tak, zˇe ihned po vykreslen´ı oblouku se vykresl´ı i druhy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod (trˇet´ı rˇ´ıd´ıc´ı bod prvn´ı
krˇivky je automaticky prvn´ım rˇ´ıd´ıc´ım bodem druhe´ krˇivky). Pro vykreslen´ı druhe´ krˇivky
tak stacˇ´ı zadat jen jeden bod. Pokud bychom uzˇ nechteˇli da´le krˇivku napojovat, stacˇ´ı
stisknout tlacˇ´ıtko Stop a program bude cˇekat na zada´n´ı novy´ch trˇ´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
Posledn´ı mozˇnost´ı jsou kuzˇelosecˇky. Pokud je zatrzˇene´ toto pole, pak uzˇivatel zada´
trˇi rˇ´ıd´ıc´ı body, podle ktery´ch program dokresl´ı kuzˇelosecˇku, tj. elipsu, kruzˇnici, parabolu
nebo hyperbolu (podle toho, ktery´ z teˇchto typ˚u oblouk˚u si uzˇivatel prˇa´l. Trˇet´ım bodem
uzˇivatel jen uda´va´, na ktere´ straneˇ od spojnice prvn´ıho a druhe´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu ma´ by´t
trˇet´ı rˇ´ıd´ıc´ı bod. Jeho prˇesnou polohu uzˇ program spocˇ´ıta´ sa´m tak, aby byl pravy´ u´hel
mezi spojnic´ı prvn´ıho a druhe´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu a spojnic´ı druhe´ho a trˇet´ıho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu.
U kruzˇnice nav´ıc spocˇ´ıta´ vzda´lenost tohoto bodu od druhe´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu tak, aby obeˇ
spojnice byly stejneˇ dlouhe´.
Obr.36: Kuzˇelosecˇky
Program NURBS umozˇnˇuje nakreslit NURBS plochu jako tenzorovy´ soucˇin dvou
NURBS krˇivek. Tyto krˇivky zde uzˇivatel zada´va´ pomoc´ı sourˇadnic rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a je-
jich vah, a to bud’ v projektivn´ım nebo euklidovske´m prostoru. Kazˇda´ krˇivka je zada´na
trˇemi body. Ty maj´ı trˇi sourˇadnice x, y, z. Vedle teˇchto sourˇadnic se zada´va´ va´ha bodu
w. Prvn´ı krˇivka je vykreslena cˇerveneˇ, druha´ zeleneˇ. Plocha ma´ tento sourˇadny´ syste´m:
Obr.37: Sourˇadny´ syste´m pouzˇity´ v programu NURBS
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Obr.38: Ovla´dac´ı panel programu NURBS
Protozˇe protilehle´ krˇivky stejne´ barvy nemus´ı mı´t obecneˇ stejne´ va´hy, je zde mozˇnost
meˇnit va´hy vsˇech rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u na plosˇe. Stejneˇ jako u programu Kuzˇelosecˇky je i zde
va´ha bod˚u vyna´sobena stem pro lepsˇ´ı zada´va´n´ı uzˇivatelem.
Kromeˇ za´kladn´ıho nastaven´ı NURBS plochy je zde mozˇno nastavit meˇrˇ´ıtko kresl´ıc´ı
plochy (pro zveˇtsˇen´ı cˇi zmensˇen´ı plochy) a danou plochou lze nata´cˇet pomoc´ı prohl´ızˇec´ıch
u´hl˚u.
Obr.39: Kresl´ıc´ı plocha programu NURBS
46
Za´veˇr
U´kolem te´to pra´ce je obecny´ analyticky´ popis NURBS krˇivek a ploch v projektivn´ım
prostoru a da´le jeho konkretizace pro popis kuzˇelosecˇek a kvadrik. Proto v prvn´ı cˇa´sti
te´to pra´ce definuji projektivn´ı prostor a prostory potrˇebne´ pro vyja´drˇen´ı projektivn´ıho
prostoru. Ve druhe´ a trˇet´ı cˇa´sti se zaby´va´m prˇedch˚udci NURBS krˇivek a ploch. Popsala
jsem zde za´kladn´ı vlastnosti a vy´voj teˇchto krˇivek a ploch.
Cˇtvrta´ cˇa´st je pak veˇnova´na samotny´m NURBS krˇivka´m a plocha´m a jejich specia´ln´ım
prˇ´ıpad˚um, ktery´mi jsou kuzˇelosecˇky a pla´ty kvadrik. Mozˇnosti modelova´n´ı pla´t˚u kvadrik
je zde dosazˇeno pomoc´ı tenzorove´ho soucˇinu dvou kuzˇelosecˇek. Pa´ta´ cˇa´st je veˇnova´na
popisu programu˚ modeluj´ıc´ı kuzˇelosecˇky a pla´ty kvadrik.
Na za´veˇr tak z˚usta´va´ ota´zka, procˇ pouzˇ´ıvat zrovna NURBS krˇivky a plochy? Du˚vod˚u
je neˇkolik. Mezi ty nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı vsˇak patrˇ´ı to, zˇe B - splajny jsou na rozd´ıl od svy´ch
prˇedch˚udc˚u spojite´ spolu se svy´mi prvn´ımi a druhy´mi derivacemi, kdezˇto naprˇ. Ferguso-
novy a Be´zierovy krˇivky jsou spojite´ pouze se svy´mi prvn´ımi derivacemi. Dalˇs´ı d˚ulezˇitou
vy´hodou je loka´ln´ı kontrolovatelnost. Pokud zmeˇn´ıme jeden bod naprˇ. v NURBS krˇivce,
pak mus´ıme prˇepocˇ´ıtat pouze prˇ´ıslusˇne´ oblouky, ktere´ tento bod obsahuj´ı (prˇedpokla´da´me,
zˇe krˇivka je slozˇena z v´ıce oblouk˚u). Kdezˇto naprˇ. u zmı´neˇne´ Fergusonovy krˇivky je prˇi
zmeˇneˇ jednoho bodu nutne´ prˇepocˇ´ıtat celou krˇivku.
Z prˇedchoz´ıch dvou vy´hod a z racionality NURBS vyply´va´ d˚ulezˇite´ pouzˇit´ı NURB, a to
mozˇnost modelovat kuzˇelosecˇky a kvadriky. Zde se pak objevuje dalˇs´ı vlastnost NURBS -
- prˇi zmeˇneˇ vah rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u kuzˇelosecˇky (naprˇ. pokud vsˇechny va´hy vyna´sob´ıme dveˇma)
a zachova´n´ı p˚uvodn´ıch sourˇadnic se typ kuzˇelosecˇky nemeˇn´ı.
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Seznam pouzˇity´ch zkratek a symbol˚u
A bod
An afinn´ı prostor dimenze n
B = {ui} ba´ze
Bi(t) Be´zierovy polynomy
Bni (t) Bernsteinovy polynomy
C krˇivka
Cr trˇ´ıda spojitosti
Ci(t) Coonsovy polynomy
En euklidovsky´ prostor dimenze n
Fi(t) Fergusonovy polynomy
Nni (t) B-splajn funkce
〈O ; e1; e2; ...; en〉 karte´zska´ sourˇadna´ soustava
Pn projektivn´ı prostor dimenze n
Q(r, s) bod plochy
Q(t) bod krˇivky
R mnozˇina rea´lny´ch cˇ´ısel
Rn karte´zska´ mocnina mnozˇiny
Rni (t) raciona´ln´ı Bernsteinovy polynomy
S plocha
U,Ux okol´ı bodu
V vektorovy´ prostor
Vn vektorovy´ prostor dimenze n
X = [x1; x2; ...; xn] karte´zske´ sourˇadnice bodu X
X = (x1;x2; ...;xn+1) bod v projektivn´ım prostoru
mj, wj, wij va´ha bod˚u
o nulovy´ vektor
t uzlovy´ vektor
u,
−→
PQ vektor
w va´hovy´ vektor
α, c skala´r
49
